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Vorbereitungsblatt

1 Theorie stochastischer Prozesse

2 Eigenschaften der Brownschen Bewegung

Sei W = (W};)>0 eine stetige Version einer Brownschen Bewegung auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (92, A, P). Sei F := (F})i>0 mit F; := o(W; : s < t) ihre kanonische Filtration.

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Prozesse X = (X¢)co1) Brownsche Bewegungen sind,
indem Sie die Definition einer Brownschen Bewegung als Gaufs-Prozess oder als Prozess
mit unabhéngigen Zuwéchsen nachrechnen:

(1) Xt = Wlft — Wl.

|44 t<t
(i) X; := " % wobei to € (0,1) feste Konstante und Z un-
Wio + Z(Ws — W), £ > to

abhéngig von W mit P(Z =1) =P(Z = —1) = 3.

(iii) X; := aW; + bW/, wobei a,b € R mit a®> + b* = 1 und W’ = (W/);>o eine weitere
stetige Version einer Brownschen Bewegung, stochastisch unabhéngig von W.

W, —
(iv) X; = v(?f;—ll((;))), wobei B = (W});>0 ein stetiger zentrierter Gaufs-Prozess mit Kova-

rianzfunktion (s, t) := EW W, = u(s)v(t) (s < t) ist, und u,v € C[0,00). Weiter
gelte v(+) # 0 und r(t) := wu(t)/v(t) sei stetig und strikt monoton wachsend mit
r(0) = 0.
(b) Zeigen Sie, dass X = (X;)icp,1 definiert durch X, := (1 —t)Wﬁ, X := 0 eine Brownsche
Briicke ist.

Hinweis: Eine Brownsche Briicke ist ein f.s. stetiger zentrierter Gauf$-Prozess mit Kova-
rianzfunktion v(s,t) = min{s, t} — st.

(c) Zeigen Sie elementar, dass die folgenden Prozesse X = (X});>o Martingales bzgl. F sind:

(l) Xt = Wt2 —1
(i) X, :=tW, — [, W ds

A2
(iii) X, := W%
Hinweis: Ee¥ = €7’ /% for Y ~ N(0,0?).

(d) Fir T > 0 sei My := maxo<s<r Ws und my := ming< < Wi.



(i) Zeigen Sie, dass @ : C[0,1] — R, ®(f) := maxo<s<r f(s) B(CI0,1])-B(R)-messbar
ist.
Hinweise: Nutzen Sie, dass {(—o0,z] : x € R} ein Erzeugendensystem vom B(R)
ist oder zeigen Sie, dass ® stetig ist.

(ii) Zeigen Sie, dass Mr < TM,.
(iii) Es gelte nun E[My| < co. Zeigen Sie, dass E[My + my] = 0.

(e) Seip :==1inf{t > 0: W; < —1} und 7o :=inf{t > 0: W; > 1}.

(i) Zeigen Sie, dass @ : C[0,1] — [0,1] U {oo}, ®(f) := inf{t € [0,1] : f(t) < —1}
B(C[0,1])-B([0, 1] U {oc})-messbar ist (mit der Konvention inf () = oo).
Hinweise: Nutzen Stie, dass {(z,1] : © € [0,1]}U{{oc0}} eine Erzeugendensystem von
B([0,1] U {oo}) ist.

(ii) Zeigen Sie, dass 7 L 1.
(f) Sei C' >0, a > 3. Eine Funktion f : [0,1] — R heit Holder-stetig bzgl. (a, C) falls
Vs, t € [0,1] = [f(s) = f(O)] < Cls — "
(i) Zeigen Sie, dass M := {w € Q : W(w) ist Holder-stetig bzgl. (a, C)} € A, das heifst,

messbar ist.
(ii) Zeigen Sie, dass P(Vk € {1,...,n} : [W(£) = W(EL) < Cn™) — 0.
(iii) Schliefsen Sie aus (i),(ii), dass P-f.s. W nicht Holder-stetig bzgl. (o, C) ist.
(g) Definiere f(t) : [0,1] = R, f(t) =t und g : [0,1] — R, g(t) = 2t.
(i) Zeigen Sie,dass M :=={f < B<g}={weQ:Vte[0,1]: f(t) < Wi(w) < g(t)} €
A, das heift, messbar ist.
(ii) Sein € N. Zeigen Sie, dass P(Vk € {1,...,n} : & <W

= K
2

<2E) =0 (n— o).

(iii) Schliefen Sie aus (i),(ii) dass P-f.s., W nicht zwischen f und g liegt.

3 Schwache Konvergenz in C|0, 1]

(a) Sei (X(™),en eine Folge von Gaufkschen Prozessen mit Werten in C[0, 1]. Es gelte EX™ =
pn(t) = %(t) und Cov(X™, X)) = S(s+t—4/(s—1)>+2) fiiralle n € N und s,¢ €
[0, 1].
Zeigen Sie, dass X ™ B WinC [0, 1] mit einer Brownschen Bewegung .
Hinweis: Falls Y ~ N(p,0?), dann gilt E[Y*] = p* + 61202 + 30t

(b) Sei (&;)iez eine i.i.d. Folge von N (0, 0?)-verteilten Zufallsvariablen (0% > 0). Sei § € (0,1)
fest. Fiir a € [-14 6,1 — 0] =: A, definiere X,,(a) := > ",_, a"ep_s.

(i) Zeigen Sie, dass es eine Konstante C' > 0 unabhéngig von n gibt, so dass fiir alle
a,a’ € A gilt: E[|X,,(a) — X, (a")]?] < Cla —d|?.

(i) Sei Z = (Z,)aca ein stetiger Gaufprozess mit Kovarianzfunktion v(a,d') = E[Z,Z.] =
=" Zeigen Sie, dass in (C(A), || - [|~) gilt: X, 2 Z.

Hinweis: Da A kompakt, gelte in C'(A) dieselben Konvergenzkonzepte wie in C[0, 1].
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(iii) Sei (T},)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit 7, € A f.s. und T, 5 7, wobei T € A

eine Konstante ist. Ermitteln Sie die asymptotische Verteilung von X, (75,).
Hinweis: Nutzen Sie das CMT mit ® : C(A) x A — R, ®(f,z) := f(x).

(c) Sei X;, i € N eine Folge von ii.d. Zufallsvariablen mit E(t) := E[sin(X;t)] und E[X7] <
oc. Fiir ¢ € [0,1] definiere E,(t) := £ 3"  sin(X;t) als Schétzer von E(t) und

)

(i) Zeigen Sie, dass es eine Konstante C' > 0 unabhéingig von n gibt, so dass
E[|P(t) — Pu(s)]?] < C - |s -t

(ii) Sei Z ein stetiger Gaufprozess mit Kovarianzfunktion ~(s,t) := E[Z;Z;] (die im
Folgenden noch bestimmt werden muss). Zeigen Sie, dass in (C[0, 1], - ||oo) gilt:
B2z

(iii) Es sei X; ~ U[0,1]. Zeigen Sie, dass sup;cp B, (t) 51— cos(1).

Hinweis: (1 — cos(t))/t ist nicht-fallend in [0, 2].

(d) Sei X;, i € N eine i.i.d. Folge von reellwertigen Zufallsvariablen mit X; > 1 f.s. und
E[|X1]°] < oo. Fiir t > 0 definiere E(t) := E[X{""]. Fiir t € [0,1] definiere auferdem
E,(t) == 13" X" als Schiitzer von E(t) und

Po(t) := Vn(E,(t) — E(t)).
(i) Zeigen Sie, dass eine Konstante C' > 0 unabhéngig von n existiert, so dass
E[|Pa(t) — Pu(s)]?] <C |5 — |

Hinweis: Nutzen Sie eine Taylor-Entwicklung der Ordnung 1.
(ii) Sei Z ein stetiger Gaufprozess mit Kovarianzfunktion (s, t) := E[Z;Z;| = E(t+s+
1) — E(s)E(t). Zeigen Sie, dass in (C[0,1],]| - ||sc) gilt: P, 27
(e) Sei (g¢)sez eine i.i.d. Folge mit Fey = 0 und Var(gy) = 1 > 0 und E[e}] < oo. Sei

Sp=3" & (k=1,..,n), So:=0. Sei W = (W,)i>0 eine Brownsche Bewegung. Zeigen
Sie, dass:

: - D 1
(i) —ngl/z Zzll |Sk| = fo W, | dt.
. : D .
(11) \/Lﬁ Mig—=o,....n Sk — MiMe(o,1) M/t

(f) Seien (X;)ien, (Yi)ien i..d. Folgen von reellwertigen Zufallsvariablen mit EX; = p € R,
Var(X;) = 1 und E[X}] < co. Auferdem sei Y; € [0,1] fs., und die Verteilungsfunkti-
on von Y sei bezeichnet mit F'. Definiere die empirische Verteilungsfunktion F,(y) :=

% Z?:l Livi<y}-

(i) Zeigen Sie, dass @ : (C[0,1] x [0,1], ]| - |loo X | - |) = R, ®(f,x) := f(x) eine stetige
Abbildung ist.



(ii) Zeigen Sie, dass fiir y € R gilt:

% > (Xi— ) B N0, F(y)).

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis nutzen, dass \/Lﬁ maxg—1,..n|X;| — 0.

(iii) Zeigen Sie, dass fiir y € [0, 1] gilt: %Z}Zf"(y” X; 5 pF(y).

4 Schwache Konvergenz in (*[a,b] / Bracketing

In diesem Abschnitt seien X; : Q — X, ¢ € N i.i.d. Zufallsvariablen sowie P = PXt.

(a) Sei F C {f : &X - R messbar} und g : R — R monoton wachsend und Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante 1, sowie G = {go f : f € F}. Zeigen Sie, dass fiir r > 1 gilt:
N,(e, F,P) < N,(e, F, P).

(b) Es sei xp € R fest gewdhlt und F = {a - 1, : a € [-K,K]}. Zeigen Sie, dass
N,(e, F,P) < Ce~! und geben Sie eine geeignete Konstante C' an.

(c) Sei 7 > 1 und die Klasse F so gewahlt, dass alle Funktionen beschrinkt durch eine
Konstante C' > 0 seien. Geben Sie eine obere Schranke fiir N, (e, F, P) in Termen von
Ni(ei(e), F, P) und eine obere Schranke von Ny(e, F, P) in Termen von N, (c2(¢), F, P)
(mit Funktionen ¢y, ¢3).

Hinweis: Da alle Funktionen aus F beschrinkt durch C' sind, kann dies auch fir die
Brackets angenommen werden.

(d) Essei F ={f:[0,1] — [0,1] : Lipschitz-stetig mit Konstante 1}.

(a)

(d)

Ftwas schwieriger: Zeigen Sie, dass log Ny (e, F, P) < ? mit einem A > 0.

Hinweis: Definieren Sie zundchst ay = ke, k = 1,..., N — 1, wobei N < |e71| + 1,
ap =0, ay = 1. Definiere dann By = |ag, a1], B; = (a;j—1,a;] (i =2,...,N). Fir f €
F setze f(z) =N, 5L@J -1p,(z). Ermitteln Sie eine obere Schranke fir |f — f|
und tiberlegen Sie, wie viele verschiedene Werte f nur annehmen kann. Uberlegen
Sie dann, wie viele verschiedene Funktionen f aufgrund der Lipschitz-Bedingung an
J tberhaupt entstehen kénnen. Wihlen Sie dazu zuerst f(ao), dann darauf basierend

flay), usw.

Zeigen Sie, dass J(1, F, P) < oo und folgern Sie:

(Ga(f))rer = (G(f)jer i (2(F)

mit einem Gaufschen Prozess (.
Es seien nun X; ~ U[0,1] und H,(a) := L5 sin(22) und H(a) = Esin(X). Zeigen
Sie, dass

(Viliu(a) - H(@)) BG i ¥([1,0))

a>1
und ermitteln Sie die Verteilung von G.

Zeigen Sie, dass H,(X,) stochastisch konvergiert und ermitteln Sie den Grenzwert.
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(e) Esseien Xy, ..., X, ~ U|0, 1] i.i.d. gleichverteilt. Zeigen Sie, dass
o \/ﬁ(sin(ﬁ’ ) — sin(F)),
o Vi( Jy FA@)dz — [} F(a)de),
o sin (W(F -
o \/n |F (x)|dx
schwach in ¢°°([0, 1]) konvergieren und bestimmen Sie die Grenzwerte.

(f) Zeigen Sie die Kettenregel fiir Hadamard-Differenzierbarkeit: Seien D, E, ' normierte
Vektorrdume, ® : Dy — Eg und ¥ : Ey — [ seien zwei Abbildungen, wobei D¢ C
D,Eg C E. Ferner sei ® Hadamard-differenzierbar in 6 € Dg tangential zu Dy C D
und es sei ¥ Hadamard-differenzierbar in ®(f) € Ey tangential zu ®j(Dy). Dann ist
auch ¥ o ® : Dy — [F Hadamard-differenzierbar in 6 tangential zu Dy mit Ableitung
(Vo d), = U9y © Dp-

5 Ito-Integration, Teil 1

Sei W = (W})¢>0 eine Brownsche Bewegung und F; := o(W; : s < t) ihre kanonische Filtration,
die hier stets die tiblichen Annahmen erfiille.
Hinweis: Fiir Z ~ N(0,1), 0 > 0 gilt E[e??] = ¢*/? und E[Z*] = 3.

(a) Fiir t > 0 seien X; := fot s2W, dW, und Y, = e’\t-fot W2 dW, mit einem A > 0. Berechnen
Sie EX,, E[X2], E[Y,], E[Y;?] und E[X,Y].
(b) Firt > 0sei X;: =1+ fot eMWs dW, fiir A > 0. Berechnen Sie E[X;] und E[X?].

(c) Zeigen Sie, dass die folgenden Prozesse Martingale bzgl. F sind, indem Sie diese als Ito-
Integrale schreiben:

(i) X; =5+ W —6tW2+ 32,

(i) X, = eX¥2sin(AW;)

(iii) Xt = e M1/ cosh(AW,) (it holds that cosh(z) = (e* 4+ %) /2)
(iv) Xy =t*W2 — fo sW,(2W2 + 3s) ds.

Bemerkung / Hinweis: Nehmen Sie hierfir an, dass W € M.

(d) Kombination von Ito-Formel und Ito-Isometrie:
(i) Zeigen Sie, dass E[e" [} e~ dW,] = 2(e"/? — 1).
(ii) Berechnen Sie E[W; - fot W2 dw,).

(e) Essei f:]0,7] - R zweimal stetlg differenmerbar Beweisen Sie fiir t € [0, 7] die Formel
fiir partielle Integration, fo ) dW, = f(t) fo W, f'(s) ds fs.
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Ito-Integration, Teil 2

(a) Fiir eine Brownsche Bewegung W ist bekannt, dass fiir ¢ > 0 gilt:

M, := sup W, 4 |W|.
s€0,t]

Sei a € R und definiere W, := W, + a - t. Definiere M, := SUD g0, |W,|. Es ist bekannt,

dass M; 2 W;. Ermitteln Sie unter expliziter Nutzung des Satzes von Girsanov, zum
Beispiel durch Berechnung der Verteilungsfunktion:

(a) Die Verteilung von W, fiir festes t > 0.
(b) Die Verteilung von M, fiir festes ¢t > 0.

Sei W Brownsche Bewegung. Seien 6, a, xy € R. Zeigen Sie, dass (X;):>¢ definiert durch

9 —at 9 —at ! as
X;=—+e (:co——)—i-ae e dW
« 0

a
eine Losung von dX; = (6 —aX;)dt+odW,, Xy = ¢ ist. Berechnen Sie EX; und Var(X,).

Sei W eine Brownsche Bewegung. Zeigen Sie, dass X; = fg exp(W, — W, — 5(t —s))ds die
SDGL X; = dt + X,dW, 16st.

Gegeben sei die SDGL

1
Y,dt + ——dW,.
Lt e

Losen Sie die SDGL, indem Sie U; := (1 + t)Y; definieren und eine entsprechende SDGL
fiir U herleiten.

dY; = —

Sei W eine Brownsche Bewegung. Betrachten Sie die SDGL

1
dXt = §Xtdt + v 1+ XthWt, X[) =T € R.

Finden Sie eine Losung der Form X; = f(W;).

Sei W eine Brownsche Bewegung. Wir betrachten fiir eine stetig differenzierbare Funktion
o:R— (0,00),

1
dX, = §J(Xt)a'(Xt)dt +o(X)dWy,  Xo = xp.
Definiere nun F(t) := fot o(s) lds und Y; = F(X3).
e Zeigen Sie, dass f.s. gilt: FI(X;) — F(Xy) = W;.

e Losen Sie mit obigem Ansatz die SDGL dX; = %Xtdt + X2 —1dW;, Xg =2 > 1.
Seien p, 0 : [0,00) — R stetige Funktionen. Zeigen Sie, dass
t 1 t
X; = Xgexp </ (1(s) — 5(7(3)2)d3 +/ a(s)dWS>, t>0
0 0
eine Losung der SDGL dX; = p(t) Xidt + o(t) X dW; ist.
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(h) Seien W; = (W, ..., Wy,;) ein Vektor unabhéngiger Brownscher Bewegungen. Definiere

n 1/2
Rei=Will: = (3o w3)
j=1

e Zeigen Sie, dass S; := R? erfiillt:

dSt = ndt + 2Wt . Wt-

e Zeigen Sie, dass

n—1 1
dt + —TV, - dV,.
o, TR e

Hierbei ist a - db:= Y77 | a;db; definiert.

Rt:

7 Stationare Prozesse und Ergodensatz

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Sei W = (W,);>0 eine Brownsche Bewegung und (&,,)nez eine i.i.d. Folge von Zufallsva-
riablen mit Ee; = 0 und Var(g;) = 1. Entscheiden Sie mit Begriindung, ob die folgenden
Prozesse X = (X,,)nen, stationdr und / oder ergodisch sind.

(i) X, = \/Lﬁ Z?:l €
) Xpi=n-e,

) Xn=enten
) X, =g

(v) X0 = €1 mod 2-
(vi) X,, =€, +aeni1, a € R
(vii) X, :=W,

(viii) X, := Wy — W,

(ix) X, =Wy, =W,

(b) Sei (U;)iez eine i.i.d. Folge von reellwertigen Zufallsvariablen mit U; ~ U[—2a, 2a] (Gleich-
verteilung auf [—2a, 2a]), wobei a > 0 ein unbekannter Parameter ist. Fiir i € Z definiere

Ui ’U1’ S a,

Xi = Uilquiizay + Ui Lqi) >ap = {U' 1, |Uil >a

(i) Zeigen Sie, dass (X;);ez stationér und ergodisch ist.

(ii) Zeigen Sie, dass

4 n
Qp, = 3 ; | Xi| = a fs.

(c) Sei (U;)iez eine ii.d. Folge von reellwertigen Zufallsvariablen mit U; ~ U|0,1]. Sei a €
(0,1) ein unbekannter Parameter. Fiir ¢ € Z definiere

Xi = I]-{U,-<a~Ui_1}
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(i) Zeigen Sie, dass (X;);ez stationdr und ergodisch ist.

(iii) Zeigen Sie, dass

R 6 — 1/3
Ay = (E ;X1X2_1> — a f.S.
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