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Aufgabe P1 (Anwendung des OST).

Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und W = (W;);>o eine stetige Version der Brown-
schen Bewegung. Es sei (F;);>0 die kanonische Filtration von W, welche die iiblichen Annahmen
erfiille. Bekanntermafen ist W ein Martingal bzgl. (F;);>0. Definiere fir a,b > 0:

Tap :=1nf{t > 0: W; & (—a,b)}.
Zeigen Sie:
(a) Begriinden Sie, dass 7, eine (F;)i>o-Stoppzeit ist.
(b) Zeigen Sie, dass

b
PW;,, = —a) = P 1-P(W,,, =0).
Hinwetis: Wenden Sie fiirn € N das OST auf 7o An an und bilden Sie danach den Limes

n — Q.

Aufgabe P2 (Stetige lokale Martingale mit beschrinkter Variation).

Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (M;);>o ein stetiges lokales Martingal mit be-
schrankter Variation. Zeigen Sie: Dann ist M f.s. konstant.

Aufgabe P3 (Beispiel eines lokalen Martingals).

In dieser Aufgabe wird ein Beispiel eines lokalen Martingals gegeben. Anschaulich wird hier-
bei ein bekanntes, gegen 0 konvergentes Martingal der Brownschen Bewegqung in der Zeit so
beschleunigt, dass der Limes 0 bereits in endlicher Zeit erreicht wird. Dies zerstort die Martin-
galeigenschaft. Wahlt man allerdings eine Folge von Stoppzeiten so, dass diese den Zeitbereich
auf den ‘quten Teil’ einschrdinken, wo der Limes noch nicht erreicht wurde, entsteht ein lokales
Martingal.

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und W = (W;);>( eine stetige Version der Brown-
schen Bewegung. Es sei (F;):>o die kanonische Filtration der Brownschen Bewegung, welche
die tiblichen Annahmen erfiille. Aus fritheren Aufgaben ist bekannt, dass X = (X;):;>o gegeben
durch

ein (stetiges) Martingal ist. Definiere nun

Z = (Zt)tz(b Ly =



a) Zeigen Sie, dass Z fast sicher stetig ist.

(
(b) Zeigen Sie, dass Z kein Martingal ist.

)
)

(c) Definiere die Stoppzeiten 7, := inf{t > 0: Z, = k} fiir k € N. Zeigen Sie, dass 73 1 oo f.s.
)
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(d) Definiere

Zeigen Sie, dass Z ein lokales Martingal bzgl. (G;);> ist.

Aufgabe P4 (Ein einfaches stochastisches Integral).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und W = (W});>0 eine Brownsche Bewegung. Es sei
eine Folge einfacher Funktionen gegeben durch

n—1
Xy = Z Wi, - ﬂ(tmtiﬂ](t)'
=0
mit ¢; = 2%, 1=0,...,2". Zeigen Sie:
(a) Es gilt
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Spdter wird dieser Ausdruck als das stochastische Integral fol W dW, definiert.

b) Ermitteln Sie den L?-Limes von
(

Vorlesungswebseite:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/


https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/

