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Aufgabe P1 (Hadamard-Differenzierbarkeit).
Betrachten Sie die Abbildung

:1®(R) =+ I*(R), F ey ®(F) = 47—

wobei [*°(R) mit der Supremumsnorm || - ||o versehen wird.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ Hadamard-differenzierbar in jedem F' € [*°(R) ist und bestimmen Sie
die Ableitung.

(b) Seien X; : Q — R,i € Nii.d. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F’ und empirischer
Verteilungsfunktion F),. Ermitteln Sie die Grenzverteilung des Prozesses

1 1
\/ﬁ<1 Y E (22 1+ F(x)2>
in (>(R).
Losung:

(a) Im Kontext der Aufgabe ist Dg = (>*°(R) = D, und E = ¢*°(R). Sei § € Dg = ¢>°(R) und
hy € €°°(R) mit hy — h (¢t 1 0), d.h. ||hy — Alleoc = 0 (¢t 1 0).

Dann gilt
W0 +1h) ~9(0) _ TrtEE ~ EE (40— (L4 0+ th))
t t t(1+ (0 +th)?) - (1+6?)
B —2th, + t°h}
(14 (0 +thy)?) - (1+67)
_ —2h,0 + th?
(1+(0+thy)?) - (1+62)
Vermuteter Grenzwert: ®y(h) = %.



Beweis: Es gilt
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<|h(1+(0+the)2)—he (14602)|
= 2(10llse - (1 = Pello - (14 62) + 1Aalloe el ellocl Blloc + £ 1Aa%) ) + el

= 2(116llse - (0 (1+6%) + [Bllocl0 - [Rllsc8lloc + 0+ [12]2)) +0- [BJ2) =0 (¢ 4.0).
(b) Aus dem Satz von Donsker ist bekannt, dass

\/ﬁ(ﬁn - F) 2> (]BF(x))xeR7

wobei (By)icpo,1] eine Brownsche Briicke ist.
Anwendung der Delta-Methode liefert

1 1 B - D _ 2F (2)Br()
\/ﬁ<1 + E,(z)2 1+ F<5L’)2) = Vn(@(Fn) — ©(F)) = 2(Br) = <_ (1+ F(I)2)>m€R

Der Grenzwert ist damit wieder ein zentrierter Gaufs-Prozess, jedoch nun mit Kovarianz-
funktion

AF (2)F(y)
L+ F(x)?) (14 F(y)?)

Y(z,y) = ( (min{F(z), F(y)} — F(z)F(y)).

(Insbesondere kann das Minus im Grenzwert weggelassen werden).

Aufgabe P2 (Martingaleigenschaft von Funktionalen der Brownschen Bewegung).

Sei W = (W})sejo,00) €ine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).
Es sei (F)tejo,00) mit F; = o(W, : s < t) die zugehorige kanonische Filtration. Zeigen Sie, dass
die folgenden Ausdriicke Martingale bzgl. (F;)¢cjo,00) sind:

(a) X, = W3 — 3tW,

(b> Xt = 67/\2t/2 COSh(AWt) mit A > 07 COSh(l’) — ex-l,-;*x‘
Losung:
(a) Rechne die drei Martingaleigenschaften nach:

e Es gilt fiir Normalverteilungen Z ~ N(0, 1), dass E[Z%] = 3. Damit folgt

E|X,| = E|W=3tW,| < E[|W,[)]+3tE|W,| < EWPA4+3tE[WAY? < (3t2)3/4+3t-t/? < .
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o Esgilt: g: R — R, g(x) = 2% — 3tz ist stetig und damit messbar. Es folgt, dass X; =
W2 — 3tW, = g(W,;) Fi-B(R)-messbar ist als Komposition von einer B(R) — B(R)-
messbaren und einer F; — B(R)-messbaren Funktion.

e Es gilt
W= (W, — Wy + Wy)? = (W, — Wy)* + 3(W, — Wy)* Wy + 3(W, — W) W2 + W2
und
3tWt - St(Wt - Ws> + StWS
Damit folgt, da W, — W, unabhéngig von F,
E[X;|Fs] = E[W? — 3tW,| F]

= E[(W, — W)? + 3E[(W; — W,)2IW, + 3E[W, — W W2 + W2 — 3tE[W, — W,] — 3tW,
= 0430t —s)W,+0+W2—0—3tW, =W2? - 3sW, = X,.
(b) Rechne die drei Martingaleigenschaften nach:
e Es gilt fiir Normalverteilungen Z ~ N(0,1), dass E[e”?] = e°"/2. Damit folgt
E|X,| = e/\Qt/2%E[ez\Wt+€)\Wt} _ €A2t/2%(6)\2t/2+€/\2/2> — N2 N2 |

e Esgilt: g : R — R g(z) = e~ Xt/2 cosh(Az) ist stetig und damit messbar. Es folgt,
dass X, = e /2 cosh(A\W}) = ¢(W;) Fi-B(R)-messbar ist als Komposition von einer
B(R) — B(R)-messbaren und einer F; — B(R)-messbaren Funktion.

e Es gilt Da W, — W, unabhéngig von F;, gilt

1
]E[Xt|~Fs] — 56—/\2t/2E[e>\Wt+e—>\Wt|J—_~S]

- le—m/z(E[ex(wt—wg)]equ+E[6—A(Wt—m)]e—AWg>

_ 16—)\215/2 <6)\2(t—s)/26)\W5 1M (t—s)/?e—)\Ws)

_ 6A25/21(6AW3+6—AW5)

2
= "2 cosh(A\W,) = X,.

Aufgabe P3 (Stoppzeiten in stetiger Zeit).
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F3);>0 eine Filtration.
(a) Zeigen Sie: Sind 71, 79 (F})t>0-Stoppzeiten, so ist auch 7 V 75 eine (F;)i>o-Stoppzeit.

(b) Sei W = (W})i>0 eine stetige Version der Brownschen Bewegung und nun (F;):>o ihre
kanonische Filtration. Zeigen Sie, dass fiir b > 0

T, = inf{t > 0: W, = b}
eine (F;)¢>0-Stoppzeit ist.

Losung:



(a)

Es gilt fiir t > 0:

{nvn<tl={n<tn<t}={n <tjn{n <t} e F.
—_——— N——
eFr eFt
Damit ist 7y V 75 Stoppzeit bzgl. (F:)io.
Sei b > 0. Dann gilt fiir ¢ > 0, da s — Wj stetig,
{n, >t} = {Vse|[0,t] : W, < b}.

Beweis: 'C’: Ist 7, > ¢, gilt in jedem Fall fiir alle s € [0,¢] : Wy # b. Da Wy = 0 und W
stetig ist, folgt W, < b fiir alle s € [0, ¢].

D% Ist fur alle s € [0,¢] : W, < b folgt 7, > t. Ware aber 7, = t, so gabe es Folge ¢, | ¢
mit W, — b. Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit gilt aber auch W, — W,. Damit wére
also W, = b, Widerspruch zu W; < b.

Aufgrund der (rechtseitgen) Stetigkeit folgt weiter

(>t} = (Vs[04 : W, <b}={V¥s€[0,)nQ: W, <b}= () {W.<b}eF.

s€0NQ  cx 7,

Damit ist auch {7, <t} = {7, > t}° € F,.
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