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Aufgabe P1 (Hadamard-Differenzierbarkeit).
Betrachten Sie die Abbildung

Φ : l∞(R)→ l∞(R), F 7→ Φ(F ) =
1

F 2 + 1
,

wobei l∞(R) mit der Supremumsnorm ‖ · ‖∞ versehen wird.

(a) Zeigen Sie, dass Φ Hadamard-differenzierbar in jedem F ∈ l∞(R) ist und bestimmen Sie
die Ableitung.

(b) Seien Xi : Ω→ R, i ∈ N i.i.d. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F und empirischer
Verteilungsfunktion F̂n. Ermitteln Sie die Grenzverteilung des Prozesses

√
n
( 1

1 + F̂n(x)2
− 1

1 + F (x)2

)
in `∞(R).

Aufgabe P2 (Martingaleigenschaft von Funktionalen der Brownschen Bewegung).
Sei W = (Wt)t∈[0,∞) eine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P).
Es sei (Ft)t∈[0,∞) mit Ft = σ(Ws : s ≤ t) die zugehörige kanonische Filtration. Zeigen Sie, dass
die folgenden Ausdrücke Martingale bzgl. (Ft)t∈[0,∞) sind:

(a) Xt = W 3
t − 3tWt

(b) Xt = e−λ
2t/2 cosh(λWt) mit λ > 0, cosh(x) = ex+e−x

2
.

Aufgabe P3 (Stoppzeiten in stetiger Zeit).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Ft)t≥0 eine Filtration.

(a) Zeigen Sie: Sind τ1, τ2 (Ft)t≥0-Stoppzeiten, so ist auch τ1 ∨ τ2 eine (Ft)t≥0-Stoppzeit.

(b) Sei W = (Wt)t≥0 eine stetige Version der Brownschen Bewegung und nun (Ft)t≥0 ihre
kanonische Filtration. Zeigen Sie, dass für b > 0

τb := inf{t ≥ 0 : Wt = b}

eine (Ft)t≥0-Stoppzeit ist.
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