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Prasenzblatt 7 - Losungen

Aufgabe P1 (Konvergenz der Verteilungsfkt. der Residuen bei einer Regression).
Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachtet wird das einfache Regressionsmodell

Y;:a()—i—Zi, izl,...,n

wobei ap € R ein unbekannter Parameter ist, und Z; i.i.d. Zufallsvariablen mit EZ; = 0,
E[Z?] < co. Sei P = P# und es bezeichne P,, G,, die empirischen Mafe bzw. Prozesse bzgl.
Ly ey L.

(a) Zeigen Sie, dass der Kleinste-Quadrate-Schétzer
. 1
S . I Y _ 2
@, = argmin R.(a), R, (a) " E (Y —a)
durch a =Y, = 157" 'Y, gegeben ist.

T n

(b) Betrachtet werden nun die empirischen Residuen

A

Zi=Y, —a,, 1=1,..n

Definiere
n

8 1
Fy(2) = n Z Lizi<op

i=1
und fiir z € R,a € R:
fz,a<y) = IL{ySZ—(ao—a)}

Zeigen Sie, dass gilt: ~ .
FZ(Z) - Pnf27&n

(c) Begriinden Sie, dass
F={feu:2€RacR}

erfiillt: Ny(e, F, P) < & und Jo(1, F, P) < oc.

Ab nun sei 2y € R fest gewéhlt. Es soll gezeigt werden, dass

Vi(Fy(z0) = Fz(z0)) 5 N(0,0%), (%)
wobei 02 zu bestimmen ist. Sei dazu angenommen, dass F in z, differenzierbar ist.

(d) Sel fn = fZO,ébn und fO = f207(10' Zeigen Sie, daSS
/‘fn(l‘) — fo(2)?dP(x) 5o.
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(e) Folgern Sie mit Lemma 1.72: Gn(fn — fo) 5.

(f) Zeigen Sie, dass
Vit (Fz(20)=Fz(20)) = G fo—fo)+vVn(Fy (Zo—(ao—dn))—FZ(Zo))ﬂL\/ﬁ(% Z I]‘{ZiSZO}_FZ(ZO)>

(g) Zeigen Sie (*) und ermitteln Sie 0.
Hinweis: Delta-Methode in R.

Losung:
(a) Es gilt

n n

R;(a):——Z(YQ—Q), Rg(a):%21:2>0.

i=1 i=1
Damit ist R, strikt konvex auf R, hat also entweder kein Minimum oder ein globales,
eindeutiges Minimum. Losen von

O—R' :——<ZY—an>—2 <—Vn+a>

liefert @, = Y, als lokales und damit globales Minimum von fin

(b) Hier geht es nur um Formalia. Es ist

A

Zi =Y;—an = Z; + ag — ay

- 1 1 ¢ 1 1 -
Pofean = D feanlZi) = - Y Yzise—ta-ant = - D izitag-anse) = - Y Ve = Fal2).
i=1 i=1 i=1 =1

(c) Der Werte z — (ag — a) variiert fiir z,a € R ebenfalls nur iiber R. Damit gilt
F = {y —> ]l{yng(aofa)} Lz E R,CL - R} = {y — ﬂ{ygx} LT E R}

Damit sind die Bracketing-Zahlen der Funktionenklasse F dieselben wie bei der empiri-
schen Verteilungsfunktion. Diese wurden in der Vorlesung abgeschétzt mittels Ny (e, F, P) <
2. Daraus ergibt sich unmittelbar (mit log(1 + z) < x):

1 1
1
/\/1\/logN2(5,f,P)d8§/ \/1+log(1+g)d5
0 0

< /Olmdsg/ol\/gdez[Qﬂ\/g};ZQ\@<oo.

) Es gilt mit den Definitionen aus der Aufgabe:

/ ) = S@PAP@) = [ 1fa,(0) = L@l P()

2
= / Loz (ap-an)} — Liz<zoy| AP ()

J(1,F,P)

2
= /lﬂ{zo<z§zo(a0dn) oder zof(agfdn)<m§zo}‘1dp($)

:]l{z0<z§z07(aofdn) oder zg—(ag—an)<z<zqg}

= P(20<Z1§z0—(a0—a) oderzo—(ao—dn)<x§z0)

— Falen— (00— a2) - Falan)]

a=an
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Da Fy stetig in 2y und @, = Y, = (% Z?:l Zi) +ag — EZ; +a¢g = ap f.s. nach dem starken
Gesetz der grofen Zahlen, folgt

/\fn r)]?dP(z) =0 f.s.
und damit auch stochastisch.
(e) Laut (c) ist F P-Donsker. Laut (d) gilt [ |fu(x) — fo(z)|2dP(x) % 0. Damit sind die

Voraussetzungen von Lemma 1.72 erfiillt und es folgt (Gn( fo — fo) 5.
(f) Es wurde bereits in (b) gesehen, dass Fy(2) = P, f.y.a,. Damit ist
Vi(Fr(z0) = Fr(z0))
= V(Pafin = Pleoa)
(P JS20,8n szo,an) + \/E(szo,an - szo,a())
(PalFeve = Foviao) = Pl = Fova)) + V(Pafoyun = Plyas)
=Gn(\frnffo) =vn(y; i, IL?Ziszo}—f*ﬂZ(Zo))

+ ﬁ(szo,&n - szo,ao)j
—vi(Fz(z0—(@0—an))~ F2(20))

Vn

(g) Wir nutzen die Darstellung aus (f). Da Fy differenzierbar in 2y ist, gilt mit der Delta-
Methode in R:

Vi (Fz(z0—(a0—an))— Fz(20)) = Fy(z0)-v/(an—ao)+op(1) "2 Fl(z0)-v/n (% > Zi—0>+0p(1)

wobei 0p(1) ein Summand ist, der stochastisch gegen 0 konvergiert. Damit ist zusammen
mit (e):

ViilFs(e0) = Fola) = 2= (Linsy + Pyl = Folea)) + on(1)

B N(0,0%), 0® = Var(1{z,<.} + Fy(20)21)

(Letzter Schritt ist normaler Zentraler Grenzwertsatz in R).

Aufgabe P2 (Abschitzung eines Supremums).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, d) ein metrischer Raum und X; : Q@ — X, i € N
i.i.d. Zufallsvariablen. Sei P = PX1. Sei F = {f : X — R messbar} und L : X — R eine
Einhiillende von F. Zeigen Sie zunéchst, dass

5
BT sup Gu(f = 9)| S Ja(5, F, P) + VP [Llpye yacsny )
rocr b o o T OIS R B P) (L2505 yriacsy]

wobei a(0) = ——2——.

LogN»>(8,F,P)
Es bezeichne F;, die empirische Verteilungsfunktion von X; und F(z) = P(X < x). Zeigen Sie,
dass fir 6 < 1:

(5\/W v/ Log 1/5)

- 1
E Ssu nlx) — T _ . . L
|F(w)—FI()y>|552’(F( )= F@) = (Faly) = F»)] 5 NG



Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass fir § <1 gilt: fO(S / Log(1/e)de < 0+/Log(1/6).
Losung: Der erste Teil folgt dem Beweis von Satz 1.64 (Donsker) der Vorlesung. Definiere die
Klasse

G={f-g:f.ge F.P((f-9)*) <}
Die Bracketing-Zahlen dieser Klasse konnen wir folgt abgeschétzt werden: Sind [l;,u;], i =
1,...,N, %—Brackets von F, so sind

[li—Uj,Ui—le 27]6{177]\[}
0-Brackets von G, denn:

5 6
i = 15) = (s = u)lla < llws = Lilla + [y = lilla < 5 + 5 =6,

und fiir f,g € F gibt es jeweils Brackets [l;, ], [l;, u;] mit [; < f < w;, [; < g < u;, und damit
li—uy < f—g<wu—1I

das heifst, f — g € [l; — uj,u; — 1]
Damit ist also
Ny(e,G, P)<N2( , F, P)?

Es folgt
log No(e,G, P) < 210gN2( ,F,P)

und damit

J(6,G,P) = /\/1ng ]—"Pdg<2/ \/1vlogN2 ,F,P)de

5/2
4 V1V log Ny(u, F, P)du = 4J2( F,P).
0

u=¢e/2

Zuletzt ist eine Einhiillende von G gegeben durch 2L, da fir f,g € F gilt: |f —g| < |f]+ |g] <
L+ L =2L.

Es folgt nun aus Lemma 1.67 (Achtung: Auch a(d) muss noch entsprechend abgeschétzt werden,
da das Lemma auf G angewandt wird):

E* sup |Gn(f —9)] = E*sup|G,(9)| S J2(6,G, P) + VnP[Llsrs yna)y]
[.9€F . P((f—g)?)<s? 9€g

)
S Jz(é,ﬁ P) 4+ VnP[Llprs yra@/ay) - (%)
Fiir die Klasse F = {f2(y) = L{y<s} : € R} erhélt man zunéchst fiir f,, f, € F, oBdA = < y:
P((fo = f,)*) = E[(Lpi<or — L)) = Ellpaxi <yl = Fy) — Fla).
Damit ist P((f — g)?) < 2 dquivalent zu

|F(x) = F(y)] < 6%,



und

E* sup |Gn(f - g)| = E* sup |Gn(fx - fy)|
f,9€F,P((f—9)%) <62 z,y€R,|F(z)—F(y)| <42

— JuE* sup |(Fu(x) = F(2)) = (Fuly) = F(y))]-

z,YER,|F(z)—F(y)|<6?

Eine Einhiillende ist L = 1 (konstante Funktion 1). Zusammen mit der Abschéitzung aus (*)
folgt:
E* sup |(Fu(z) = F(x)) — (Fuly) — F(y))]
z,YER,|F () —F(y)|<5?
! J. 0 F,P)+ P|1
ﬁ 2(57 , P) + [ {2>\/ﬁa(5/2)}}

AN

Magkov LJQ(é r P)_}_; <**)
TooVRT2T T Vhal(8)2)

Nun ist bekanntermafen N (e, F, P) < %, mit Hinweis folgt J»(8, F, P) < 6+/Log(1/6) und
aukerdem Ny (9, F, P) < Log(1/6). Damit ist

1 \/LogNy(6/2,F,P) < V/Log(1/9)
a(d/2) 5/2 ~ § ’

und
)

J2(§’F7 P) S (5\/ LOg(l/(S)

Einsetzen in (**) liefert die Behauptung.
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