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Aufgabe P1 (Konvergenz der Verteilungsfkt. der Residuen bei einer Regression).
Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachtet wird das einfache Regressionsmodell

Y;:a()—i—Zi, izl,...,n

wobei ap € R ein unbekannter Parameter ist, und Z; i.i.d. Zufallsvariablen mit EZ; = 0,
E[Z?] < co. Sei P = P# und es bezeichne P,, G,, die empirischen Mafe bzw. Prozesse bzgl.
Ly ey L.

(a) Zeigen Sie, dass der Kleinste-Quadrate-Schétzer
. 1
S . I Y _ 2
@, = arg min R.(a), R, (a) " E (Y —a)
durch a =Y, = 157" 'Y, gegeben ist.

T n

(b) Betrachtet werden nun die empirischen Residuen

A

Zi=Y, —a,, 1=1,..n

Definiere
n

8 1
Fy(2) = n Z Lizi<op

i=1
und fiir z € R,a € R:
fz,a<y) = IL{ySZ—(ao—a)}

Zeigen Sie, dass gilt: ~ .
FZ(Z) - Pnf27&n

(c) Begriinden Sie, dass
F={feu:2€RacR}

erfiillt: Ny(e, F, P) < & und Jo(1, F, P) < oc.

Ab nun sei 2y € R fest gewéhlt. Es soll gezeigt werden, dass

Vi(Fy(z0) = Fz(z0)) 5 N(0,0%), (%)
wobei 02 zu bestimmen ist. Sei dazu angenommen, dass F in z, differenzierbar ist.

(d) Sel fn = fZO,ébn und fO = f207(10' Zeigen Sie, daSS
/‘fn(l‘) — fo(2)?dP(x) 5o.
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(e) Folgern Sie mit Lemma 1.72: Gn(fn — fo) 5.

(f) Zeigen Sie, dass
Vi (Fz(20)—Fz(20)) = Gulfu—fo)+Vn(Fz (Zo—(ao—dn))—FZ(Zo))+\/ﬁ(% Z ﬂ{zigzO}—FZ(ZOD

(g) Zeigen Sie (*) und ermitteln Sie o.
Hinweis: Delta-Methode in R.

Aufgabe P2 (Abschitzung eines Supremums).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, d) ein metrischer Raum und X; : Q@ — X, i € N
i.i.d. Zufallsvariablen. Sei P = PX. Sei F = {f : X — R messbar} und L : X — R eine

Einhiillende von F. Zeigen Sie zunéchst, dass

E* sup Gon(f — 9)| S J2(6, F, P) +V/nP[LLsrs yras))»
f,9€F,P((f—g9)?)<4?

wobei a(0) = ——2——.
LogN»>(8,F,P)
Es bezeichne F;, die empirische Verteilungsfunktion von X; und F(z) = P(X < x). Zeigen Sie,

dass fir 6 < 1:

E  sup |(Fu(2) = F(x)) = (Fuly) — F))| S (fWW \/W)

|F(2)—F(y)| <62

Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass fir 6 <1 gilt: f(f /Log(1/e)de < 6/ Log(1/9).
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