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Prasenzblatt 6 - Losungen

Aufgabe P1 (Maximalungleichungen fiir normalverteilte Zufallsvariablen).

In dieser Aufgabe sollen weitere Maximalungleichungen gezeigt werden.

(a) Seien Z, ..., Zy Zufallsvariablen mit

'_maXMIE[eXp(aZf)] <C

7j=1,...,

fiir gewisse a, C' > 0. Dann gilt:

=1,...,

(b) Zeigen Sie, dass fiir eine normalverteilte Zufallsvariable Z ~ N(0,0?) und o < 535 gilt:

1
V1 —2a0?

(c) Seien Zy, ..., Zn, Zj = (Zj1, ..., Zja)" d-dimensional normalverteilt mit E[Z;] = 0 und

Eexp(a - Z%) =

max  max E[Z}]=: 07, < o0
7=1,..., k=1,...,
Dann gilt:
E| max [1Z]?] < 4d- o2, 10g(v2Mad).
J=L
wobei || - || die euklidische Norm bezeichnet.

_1
402,

ax

Hinweis: Verwenden Sie (a) und (b) mit o =

Losung:



(a) Es ist

1
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< —log(MC).
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(b) Es gilt
Elexp(aZ3,)] = /60‘22 1 6_;'22 dz
V2mo?
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0%/ — 20 \/2w($—2a>
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=1, da Dichte der N (O, <% — 2a> )—Verteilung
1
V1 —2a0?

(b) Wir wollen (a) benutzen. Die Zufallsvariablen | Z;||? sind aber zu kompliziert, um (a)
direkt anwenden zu kénnen. Unter Beachtung von

-----

k=1

2] < . 21
B max [|Z;[]")<d-E[  max — Zj]

Wir wenden nun das Lemma 3.11.(a) auf die M - d Zufallsvariablen (Zj;) =1, mk=1,..4
an. Kénnen wir also o, C' > 0 finden, sodass

gilt, so folgt:



und damit:

Ein Vergleich mit der Schranke aus der Aufgabenstellung erlaubt die Vermutung, dass
o = ;53— und C' = v/2 gewiihlt werden muss. Wir verifizieren (??) mit diesen Setzungen.
Mit ‘7;2‘19 = E[ka] ist fiir beliebiges j =1,.... M, k=1, ....d:

1
Elexp(az)] ¢ ———

IN

Damit ist alles gezeigt.

Aufgabe P2 (Maximalungleichungen bei nur polynomiellen Momenten).

Sinn dieser Aufgabe ist es, dass Sie sehen, dass auch Mazimalungleichungen bewiesen werden
kénnen, wenn nur polynomielle Momente vorliegen. In diesem Fuall ist allerdings die Qualitdit
der oberen Schranke entsprechend schlechter.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, d) ein metrischer Raum und X; : Q@ — X, i € N
i.i.d. Zufallsvariablen. Sei F = {f : X — R messbar} mit der Eigenschaft, dass ein M > 1 und
ein o > 2 existiert, so dass

vieF: [f(X)la =E[f(X)]*] <M.
Sei F endlich. Zeigen Sie, dass fiir alle 8 < « gilt:
Emax|Ga(f)] < 2(a — D)Y2MY - FH
€

Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass fir o > 2 gilt: ||G,(f)|la < 2vVa —1||f(X1)|la (s0g.
Burkholder-Ungleichung fiir i.i.d. Variablen).

Loésung: Definiere die Funktion

W(x) = x”.
Diese ist konvex und streng monoton wachsend. Es gilt:
Hinweis

E(|Ga(N)]) = IGa(De < 2%(a=1)*M.
Es folgt

1 konvex

P(Emax|Ga(Nl) S Emaxv(Ga() € Y EG(Gu(f)]) < [F]-2°(a— 1)/,
feFr fer e

also wegen 1~ !(y) = y'/*:

Emax |G (/)] < (IF]-2%(c = 1)°/2M) Y < |FIV* 20— 1)V2 M,
€

3



Aufgabe P3 (Anwendungen des Satzes von Glivenko-Cantelli).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : 2 — X = R, i € N i.i.d. Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F(z) = P(X < z). Es sei

. 1 <&
i=1

die empirische Verteilungsfunktion.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Glivenko-Cantelli (Blatt 6, Aufgabe 3):

sup
z€R

F,(z) — F(z)] = 0 fs.

(b) Sei nun p € (0,1) und F stetig und streng monoton wachsend, 2, = F~!(p) das p-Quantil
der Verteilung von X.
Bezeichne X|,,|., das empirische p-Quantil der Stichprobe (hierbei sind X, < ... < Xy,
die Ordnungsstatistiken von Xj, ..., X,,). Zeigen Sie, dass

Xinplim — xp Ls.
Hinweis: Da F stetig und streng monoton wachsend, ist auch F~' stetig.
Losung:
(a) Laut Vorlesung gilt fiir die Funktionenklasse
F=Afe=l{<sy :z €R},

fiir alle e > 0, dass N (g, F,PX1) < 8% < 00.
Auflerdem ist fir alle z € R:

E|f,(X1)| = E[Lix, <)) = P(X; < 7) = F(z) < 1 < 0.

Damit ist der Satz von Glivenko-Cantelli (Blatt 6, Aufgabe 3) auf diese Funktionenklasse
anwendbar und liefert

sup |Fn(1:) — F(z)| = sup ]pnfx — Pf,| =sup ]pnf — Pf|—0 fs.
z€R feF

z€R

(b) Es gilt

(Anzahl der X; kleiner als X|,|., ist [np]).
Damit folgt (beachte: F'(z,) = p):

‘F(XanJ:n) - F(xp)‘ < |F(thpj n) — Fn<XanJ:n)’ + |Fn(XanJ n) F@p)‘
< Sup‘Fn(x)—F(x)|+ {m |
geR , n
0 —llnel=npl <1
— 0 fs



also
F(Xanj:n) — F(l‘p) f.s.

Da F~! stetig ist, folgt

Xinp)m = F’l(F(XWJm)) — F Y F(z,) =, fs.

Vorlesungswebseite:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/


https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/

