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Aufgabe P1 (Maximalungleichungen für normalverteilte Zufallsvariablen).
In dieser Aufgabe sollen weitere Maximalungleichungen gezeigt werden.

(a) Seien Z1, ..., ZM Zufallsvariablen mit

max
j=1,...,M

E[exp(αZ2
j )] ≤ C

für gewisse α,C > 0. Dann gilt:

E
[

max
j=1,...,M

Z2
j

]
≤ 1

α
log(MC).

(b) Zeigen Sie, dass für eine normalverteilte Zufallsvariable Z ∼ N(0, σ2) und α < 1
2σ2 gilt:

E exp(α · Z2) =
1√

1− 2ασ2
.

(c) Seien Z1, ..., ZM , Zj = (Zj1, ..., Zjd)
T d-dimensional normalverteilt mit E[Zj] = 0 und

max
j=1,...,M

max
k=1,...,d

E[Z2
jk] =: σ2

max <∞.

Dann gilt:
E
[

max
j=1,...,M

‖Zj‖2
]
≤ 4d · σ2

max log(
√

2Md).

wobei ‖ · ‖ die euklidische Norm bezeichnet.
Hinweis: Verwenden Sie (a) und (b) mit α = 1

4σ2
max

.

Aufgabe P2 (Maximalungleichungen bei nur polynomiellen Momenten).
Sinn dieser Aufgabe ist es, dass Sie sehen, dass auch Maximalungleichungen bewiesen werden
können, wenn nur polynomielle Momente vorliegen. In diesem Fall ist allerdings die Qualität
der oberen Schranke entsprechend schlechter.

Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X , d) ein metrischer Raum und Xi : Ω→ X , i ∈ N
i.i.d. Zufallsvariablen. Sei F = {f : X → R messbar} mit der Eigenschaft, dass ein M > 1 und
ein α > 2 existiert, so dass

∀f ∈ F : ‖f(X1)‖αα := E[|f(X1)|α] ≤M.
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Sei F endlich. Zeigen Sie, dass für alle β < α gilt:

Emax
f∈F
|Gn(f)| ≤ 2(α− 1)1/2M1/α · |F|1/α

Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass für α > 2 gilt: ‖Gn(f)‖α ≤ 2
√
α− 1‖f(X1)‖α (sog.

Burkholder-Ungleichung für i.i.d. Variablen).

Aufgabe P3 (Anwendungen des Satzes von Glivenko-Cantelli).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Xi : Ω → X = R, i ∈ N i.i.d. Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F (x) = P(X ≤ x). Es sei

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤x}

die empirische Verteilungsfunktion.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Glivenko-Cantelli (Blatt 6, Aufgabe 3):

sup
x∈R

∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣→ 0 f.s.

(b) Sei nun p ∈ (0, 1) und F stetig und streng monoton wachsend, xp = F−1(p) das p-Quantil
der Verteilung von X.
Bezeichne Xbnpc:n das empirische p-Quantil der Stichprobe (hierbei sind X1:n ≤ ... ≤ Xn:n

die Ordnungsstatistiken von X1, ..., Xn). Zeigen Sie, dass

Xbnpc:n → xp f.s.

Hinweis: Da F stetig und streng monoton wachsend, ist auch F−1 stetig.

Vorlesungswebseite:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/
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