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Prasenzblatt 5 - Losungen

Aufgabe P1 (Bracketing-Zahlen der mehrdimensionalen Verteilungsfunktion).

Es sei (X = R?, B = B(R?), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und r > 1. Sei F die zu P gehérige
Verteilungsfunktion, d.h.

F(z) = F(x1,...,2q) = P((—00,21] X ... X (—00,z4]).

Sei
'F = {ft : Rd — [0, 1] : ft(l') = ﬂ{mgt}7t [ Rd}7

wobei < hier komponentenweise zu verstehen ist. Zeigen Sie, dass fiir ¢ € (0, 1) gilt:

Losung: Sei € € (0, 1) beliebig. Es bezeichne

Fi(zy) == /Rd—l F(xy,...,zq) d(z1, ..., Ts—1, Tsi1, -, Ta) (s=1,...,d)

die s-te Marginal-Verteilungsfunktion. Wir wahlen Zwischenstellen —oo =ty < ... <t = +o0
mit

Vs € {1, ,d},j € {1, ,k} : Fs(t]—) - Fs(tjfl) <e.

Offensichtlich gentigt es, dafiir k = [1] < 2 zu wiihlen.
Wir definieren nun fiir jy, ..., jq € {1, ..., k}:

Damit werden

Brackets [l;,,.. j,, W j,] definiert.
Zu einem f, € F (v € RY) suchen wir ji, ..., jg € {1, ..., k} mit
Vs € {1, ,d} : tj371 <o, < tjs?

dann ist



<1

< P(U’]l ~~~~~ Jd ljl ----- ]d)

- P(( Oo’th) X X (_OO,tjd>) P((_Oo’tjl_l] X X (_Oo7tjd_1])
d

Telesko

skop §~ P((—oo,tjl_l] X o X (=00, 1] X (—00,1;,) X (—00,tj..,) X .. X (—oo,tjd)>

s=1
_P<( Oovth—l] X X (_Oo7tjs—1—1] X (_Ooﬁtjs—l] X ( OO,th+1) X X (_Oo7tjd)>]

d

= > P((=00 i) X ¢ (=00, iy 1] X (1, 83,) X (=00, Ty ) X o X (=00, 15,))
s=1
d

IN
=
N
7

V)
L
X
—~
S+
I
=
M@#
@
~—
X
7
n
w
N———

s=1
d
- ZFS(tjs ) — FS(tjs—l)/
s=1 ZE
< d-e.
Es folgt:
Huh ~~~~~ Ja ljl 77777 jd||2 <Vd- €,
und damit:

No(Vd-e, F,P) = Anzahl an Brackets [[,u| mit ||u — || < Vd - e, um F zu tiberdecken
9\ 4
(5)-

Es folgt mit der Definition € :=vd-c & ¢ =

INE

Das war zu zeigen.

Aufgabe P2 (Bracketing-Zahlen bei weiteren Funktionenklassen).

Sei (X, B, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F,G C {f : X — R messbar} sowie 1 < r < 0.
Weiter seien alle f € F und g € G durch eine Konstante C' > 0 beschrankt. Definiere

F+G={f+g:feF,geg}



Zeigen Sie, dass
5 £
N.(e,F+G,P) < Nr(§,]-", P)- Nr(§,g, P).

Losung: Sei N; := N, (5, F, P), N := N,(5,G,P) und I{" u{V (j = 1,...,N}) baw. 17, )
(k=1,..., N3) die Grenzen der Brackets mit
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Wir definieren jeweils N7 - Ny neue Funktionen fiir die Ober- und Untergrenzen neuer Brackets
(] = 1, ...,Nl, k= 1, ...,Ng)l
lj,k = lil) + l](f), uj,k = U,gl) + U](f)
Dann gilt: Fir beliebiges (f +g) € F+ G (dh. f € F,g € G) gibt es j € {1,..., N1},
ke {1, ...,NQ} mit
Fel ), gel? ul).
Es folgt
<<l 1P <g<ud
= La=1Y+17 < (f+9) <ol +u = uyy,
= (f+9) € llix ujnl.
Damit iiberdecken die definierten Brackets [l;, ;] ganz F + G. Auferdem gilt mit der Drei-
ecksungleichung der || - ||,-Norm:
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Es wurden insgesamt N; - Ny Brackets definiert, damit folgt
N.(e, F+G,P) < N; - Ns.

Aufgabe P3 (Anwendung des Satzes von Donsker fiir empirische Prozesse).
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : Q@ — X = R, ¢ € N i.i.d. Zufallsvariablen.

Es gelte E[X?] < oo und M > 0. Zeigen Sie, dass gilt:

[ﬁ(% icoswx,-) - Ecoswxl-))]ad_MyM] BG in (=M, M), | oo -aran),

wobei G = (G(0))se|—m,0 ein zentrierter Gauh-Prozess mit zu bestimmender Kovarianzfunk-
tion ist.

Hinweis: Zeigen Sie zum Beispiel, dass hier die Funktionenklasse eine parametrische Lipschitz-

Klasse bildet (Abgabeblatt, Aufgabe 1).



Losung: Betrachte die Funktionenklasse
F={fo :R=R, fy(x) = cos(fz) : 0 € [-M, M]}.
Dann gilt

n

(©u(F)ser = (Culf)reiopnan = [V (% S~ cos(6X,) ~ Ecos(0X1) )]

—M,M
i=1 ocl M]

Es gilt fiir festes z € X':

sup|f(z) = Pf| = sup |fy(z) — Pfol
feF o[~ M, M]
< sup |cos(fz)|+ sup E|cos(0X;)]
0e[—M,M] 0c[—M,M)]
< 2 < o0.

Die Klasse F ist eine Lipschitz-Klasse, denn fiir ,0" € R und x € R gilt
|[fo(x) = for(2)] = | cos(bx) — cos(0'x)| < 0w — O'x| = || - |6 — 0| = m(z)[0 — O]
mit m : R — R, m(z) = |z|. Es ist aukerdem ||m||, = E[X?]"/2. Mit Aufgabe 1 (der Diameter
von [—M, M] ist 2M) folgt mit einer Konstanten K > 0:
2M  2MK

N2<€7.F,P)<K — =
IS £

Es folgt (mit a V b = max{a, b} und va + b < v/a + v/b):

1 1
Jo(1, F, P) = / V1V log No(e, F, P)de:/ V1V (log(2M K) — log(e))de
0 0
v 1
< log(QMK)—I—/ 10g(1+g)d5
log(1+z)<z
< log(2MK) —i—/ —dg

< log(2MK) + [2\[] — VI0g(2MK) + 2 < co.

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Donsker 1.64 erfiillt und es folgt, dass es eine
straffe Zufallsvariable G mit Werten in ¢*°(F) gibt mit

G, 2 G.
Es folgt:

0e[—M,M]

1 & D . 00
[\/ﬁ<ﬁ Zl cos(0X;) — Ecos(HXl)ﬂ = (G(fs))oe[-m,m in  (~[-M, M].
( ist ein zentrierter Gauk-Prozess, denn wegen dem zentralen Grenzwertsatz gilt fir 64, ..., 0, €
[—M, M]:
(Cn(for), - Cu(fo)) 2 N(0, %),

was den Verteilungen von (G(fy,), ..., G(fs,)) entsprechen muss.

Vorlesungswebseite:
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