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Aufgabe P1 (Nachweis einer schwachen Konvergenz).

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Z; : Q — R, i € N i.i.d. Zufallsvariablen mit
E[Z?] < oo. Fiir t € [0, 1] definiere

X (t) == +v/n- (% icos(tZi) - ]Ecos(tZﬁ).

Zeigen Sie mittels des entwickelten Konvergenzkonzepts, dass
X, 3G i (C0,1], ]| o),
wobei GG ein zentrierter stetiger Gaufsscher Prozess mit Kovarianzfunktion
v(s,t) = E[cos(tZ;) cos(sZy)] — E cos(tZ;)E cos(sZy)
ist.
Losung: Zu zeigen sind die beiden Teile des Konvergenzkonzepts fiir C[0, 1], das heifit, Kon-

vergenz der endlichdimensionalen Verteilungen (fidis) und Nachrechnen der Bedingungen von
Satz 1.35 (Kolmogorov-Kriterium fiir stochastisch gleichgradige Stetigkeit).

(i) fidi-Konvergenz: Seien k € N, tq,...,t; € T. Da die Z; i.i.d. sind, sind auch die Zufallsvek-
toren
(cos(tlZi), ...,cos(thi)>, ieN
iid.
Auflerdem gilt
Efcos(tZ,)*] < 1 < o0.

Mit dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz folgt

Xn(t1) Lo cos(t17;) cos(t127)
: _ D
: _ﬁ'<ﬁz =Rl ) B N0y
Xo(tr) =1 \cos(trZ;) cos(tpZ1)
mit X;; = Cov(cos(t;Z1), cos(t;Zy)) = Elcos(t;Z1) cos(t,Z1)] — Ecos(t;Z1)Ecos(t;Z,) =

7<tj7 tl)'
Sei nun also X = (X (t))er ein stetiger zentrierter Gaufs-Prozess mit Kovarianzfunktion
v(s,t) wie in der Aufgabe. Dann gilt

Xn(t1) X(t)
D
. — . )
Xn(tr) X (te)
das heift, die endlichdimensionalen Verteilungen von X, konvergieren gegen diejenigen

von X.



(ii) Kolmogorov-Stetigkeitskriterium: Seien s,t € [0, 1]. Es gilt
1 | w 2
E[|X,(t) — Xa(s)]?] = EE‘ Z ((cos(tZ;) — cos(sZ;)) — E(cos(tZ1) — COS(SZ1)>‘
i=1

S —

=1

n
Ziiid. 1
=T — g Var(e!#t — ¢3%1)
n <
=1

Var(cos(tZ;) — cos(sZ;))
E[(cos(tZ;) — cos(sZ;))?]
E[[tZ: — sZi[?] = E[Z2] - |t — s[>

IA A

Damit ist die Voraussetzung des Kolmogorov-Kriteriums (1.35) nachgerechnet und es
folgt, dass (X, )nen stochastisch gleichgradig stetig ist.

Aus (i) und (ii) folgt X, B X mit X ein stetiger zentrierter Gauk-Prozess mit Kovarianzfunk-
tion (s, t) = E[cos(tZ;) cos(sZ;)] — Ecos(tZ;)E cos(sZy).

Aufgabe P2 (Das CMT und der empirische Prozess).

Sei (Yi)ien eine Folge von U0, 1]-verteilten reellen Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) mit Verteilungsfunktion F'(¢) :=t fiir t € [0, 1]. Sei F,(t) := % Yoy Livi<sy
die empirische Verteilungsfunktion. Sei

Golt) == Vil B(t) — F(1)),

Eine weitere stetige Approximation G, ist die lineare Interpolation der Punkte

()-02).() ) )

wobei Y., < ... < Y,., die Ordnungsstatistiken von Y7, ..., Y,, bezeichnen. Es ist bekannt:
g Hén — Gl < \/Lﬁv
o G, B Wein (C[0,1], || - [|so), wobei W® eine Brownsche Briicke ist.
Zeigen Sie:
~ D o :
(a) T == /nsupyeo ) [Fn(t) — F(t)] = supyeo ) [W°(t)] (Kolmogorov-Smirnov),
(b) T, :=n- fol {ﬁ’n(t) — F(t)}2 at 3 fol We(t)? dt (Cramer-von-Mises).
Losung:
(a) Es ist bekannt, dass
o:C0,1] =R, fr sup |f(t)]

te(0,1]



Lipschitz-stetige mit Lipschitz-Konstante L = 1 ist. Mit dem CMT angewandt auf die
bekannte schwache Konvergenz G, B owe folgt

®(G,) B ®(W°) = max |W°(t)].

te[0,1]
Damit folgt
9(G.) = (G| < |G = Goll < <= 0.
Es folgt mit dem Satz von Slutzky:

Vi sup |Fy(t) = F(t)] = ®(Gy) 3 [|B°||eo = sup [B(t)].

te[0,1] t€[0,1]

(b) Es ist bereits bekannt, dass

1
d:C[0,1] =R, frs / f(t)? dt
0
stetig ist und erfiillt

[©(f) = (9)| < If = glloo - (20| flloo + [Lf = gllo)-
Anwendung des CMT auf G, B We liefert
(G, B o).

Es folgt aulerdem
1., p

_ - _ _ 1 .
2(G) = 2(G)] < 16 = Gl - (UGl + 160 = Cullo) < = (21 C e + =) 50

Mit dem Satz von Slutzky folgt

n- /Ol{Fn(t) —F@)} dt = 9(G,) 2 o(W°) = /Ol(W"(t))Q dt.

Aufgabe P3 (Schwache Konvergenz von Gaul-Prozessen).

Es sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,,, X : Q — C[0, 1] stetige Gauk-Prozesse
mit Mittelwertfunktionen g, : [0,1] — R und Kovarianzfunktionen ~,,v : [0,1]> — R. Es
gelten die punktweisen Konvergenzen

Vs, t € [0,1] 0 wn(t) = p(t), al(s,t) = (s, t),
und es gebe Ly, Ly > 0 mit
Vn € stat S [07 1] : |:un(t) - Mn(8)| < Lla |’}/n(t7t) - QVH(Sat) + ’}/n(S,S)l < L1|S - t|2

Zeigen Sie, dass

X, 2 x.



Loésung: Zu zeigen sind die beiden Teile des Konvergenzkonzepts fiir C[0, 1], das heifit, Kon-
vergenz der endlichdimensionalen Verteilungen (fidis) und Nachrechnen der Bedingungen von
Satz 1.35 (Kolmogorov-Kriterium fiir stochastisch gleichgradige Stetigkeit).

(i) fidi-Konvergenz: Seien k € N, ty,...,t, € T. Da X,, Gaul-Prozess, ist

(i)

Xn(ty)
: ~ N(my,, X,)
X (tr)
mit
My = (1), - (), En = ((ti t))ig=1,. k-

Aufgrund der vorausgesetzten punktweisen Konvergenz von u, — u, v, — v folgt fiir
n — oo

My —> (M(t1)7 nu(tk’)) = m, En — (,Y(tiatj))i,jzl ..... E = 2.
Das heifst, die Parameter von N(m,,, ¥,) konvergieren gegen die Parameter von N(m, X).
Mit Wahrscheinlichkeitstheorie 1 (charakteristische Funktionen) folgt, dass
N(my,,2,) = N(m, %),
also auch (da (X (t1), ..., X(tx)) ~ N(m,X)):

Xo(t1) X(t)

X, (tx) X (tx)

das heift, die endlichdimensionalen Verteilungen von X,, konvergieren gegen diejenigen
von X.

Kolmogorov-Stetigkeitskriterium: Seien s,t € [0, 1]. Dann gilt:
(Xn(s), Xn(t)) ~ N(m, X)

mit

=Gl gne), 5= (20 ).

Tu(s,8) (1)
Es folgt

E[|X,(t) = Xu(s)P] = Var(Xu(t) = Xu(s)) + E[Xu(t) — Xu(s)]?
= Tt t) = 29(s,8) + (s, 8) + (kals) — (1))

Vorauss.

< Lglt —sP 4+ LAt — 52 = (Ly + LY)|t — 5]

Damit ist die Voraussetzung des Kolmogorov-Kriteriums 1.35 nachgerechnet und es folgt,
dass (X,,)nen stochastisch gleichgradig stetig ist.

Aus (i) und (ii) folgt X, 3 X.
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