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Aufgabe P1 (Nachweis einer schwachen Konvergenz).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Zi : Ω → R, i ∈ N i.i.d. Zufallsvariablen mit
E[Z2

1 ] <∞. Für t ∈ [0, 1] definiere

Xn(t) :=
√
n ·
( 1

n

n∑
i=1

cos(tZi)− E cos(tZ1)
)
.

Zeigen Sie mittels des entwickelten Konvergenzkonzepts, dass

Xn
D→ G in (C[0, 1], ‖ · ‖∞),

wobei G ein zentrierter stetiger Gaußscher Prozess mit Kovarianzfunktion

γ(s, t) = E[cos(tZ1) cos(sZ1)]− E cos(tZ1)E cos(sZ1)

ist.

Aufgabe P2 (Das CMT und der empirische Prozess).
Sei (Yi)i∈N eine Folge von U [0, 1]-verteilten reellen Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,A,P) mit Verteilungsfunktion F (t) := t für t ∈ [0, 1]. Sei F̂n(t) := 1

n

∑n
i=1 1{Yi≤t}

die empirische Verteilungsfunktion. Sei

Gn(t) :=
√
n(F̂n(t)− F (t)).

Eine weitere stetige Approximation G̃n ist die lineare Interpolation der Punkte(
0
0

)
,

(
Y1:n
1
n

)
,

(
Y2:n
2
n

)
, ...,

(
Yn:n

1

)
,

(
1
1

)
,

wobei Y1:n < ... < Yn:n die Ordnungsstatistiken von Y1, ..., Yn bezeichnen. Es ist bekannt:

• ‖G̃n −Gn‖∞ ≤ 1√
n
,

• G̃n
D→ W ◦ in (C[0, 1], ‖ · ‖∞), wobei W ◦ eine Brownsche Brücke ist.

Zeigen Sie:

(a) Tn :=
√
n supt∈[0,1] |F̂n(t)− F (t)| D→ supt∈[0,1] |W ◦(t)| (Kolmogorov-Smirnov),

(b) Tn := n ·
∫ 1

0

{
F̂n(t)− F (t)

}2 dt D→
∫ 1

0
W ◦(t)2 dt (Cramer-von-Mises).
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Aufgabe P3 (Schwache Konvergenz von Gauß-Prozessen).
Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Xn, X : Ω → C[0, 1] stetige Gauß-Prozesse
mit Mittelwertfunktionen µn, µ : [0, 1] → R und Kovarianzfunktionen γn, γ : [0, 1]2 → R. Es
gelten die punktweisen Konvergenzen

∀s, t ∈ [0, 1] : µn(t)→ µ(t), γn(s, t)→ γ(s, t),

und es gebe L1, L2 > 0 mit

∀n ∈ N∀s, t ∈ [0, 1] : |µn(t)− µn(s)| ≤ L1, |γn(t, t)− 2γn(s, t) + γn(s, s)| ≤ L1|s− t|2.

Zeigen Sie, dass
Xn

D→ X.

Vorlesungswebseite:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/
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