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Prasenzblatt 2 - Losungen

Aufgabe P1 (Schwache und stochastische Konvergenz).

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (.S, d) ein metrischer Raum ausgestattet mit der
Borelschen Sigma-Algebra B(S). Seien Y,,, X,,, X, Y : Q@ — S messbare Abbildungen. Zeigen
Sie:

(i) Wir betrachten die vereinfachte Version des Continuous mapping theorems (CMT): Ist
(S',d") ein weiterer metrischer Raum und ® : S — 5’ stetig, so gilt

X, 32X = &X,)3exX)

Zeigen Sie die Aussage einmal direkt mit der Definition der schwachen Konvergenz und
einmal mit Hilfe des Portmanteau-Lemmas (ii) (offene Mengen).

(i) Gilt X, B X und ist (cn)nen C S eine konvergente Folge in S mit ¢, — ¢ € S, so gilt
d(X, cn) 3 d(X,c).

Hinweis: Reduzieren Sie die Aussage mit dem Lemma von Slutzky daraus, dass noch
d(Xp,c) e d(X,c) zu zeigen ist. Wenden Sie dann das CMT an.

(iii) Versieht man S x S mit der Produkt-Sigma-Algebra und der Produkt-Metrik

d((z1,22), (Y1, ¥2)) = d(21,y1) + d(22, y2),

so gilt
X, 5 X, YV, 5Y = (X.Y.) > (X))

Losung:

(i) Es gelte X, B X. Wir zeigen d(X,) A ®(X) die beiden geforderten Varianten des
Beweises:

e Mit der Definition der schwachen Konvergenz: Sei g : S — R stetig und beschrankt.
Da @ : S — S’ stetig, ist
(go®): S —R

stetig und beschrankt. Da X, B X, folgt
Eg(®(X,)) = E(g 0 ®)(X,,) = E(g 0 )(X) = Eg(®(X)).
Damit ist die Definition von ®(X,,) A ®(X) nachgerechnet.
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e Mit dem Portmanteau-Lemma (ii): Sei O C S’ offen. Da ® : § — S’ stetig ist, ist
®~1(0) C S ebenfalls offen. Damit folgt

lim inf P(®(X,,) € O) = liminf P(X,, € ®7*(0))

n—oo n—o0

Portmanteau, X, g X

> P(X € ®1(0)) =P(®(X) € O).

Mit dem Portmanteau-Lemma (ii) folgt, dass ®(X,,) = d(X).
(i) Wir zeigen:
o 1) |d(Xn,c) — d(Xn,c)| =0
o 2) d(X,,c) B d(X, ).

Dann folgt mit dem Satz von Slutzky d(X,, ¢,) A3 d(X,c).
Beweis der beiden Aussagen 1) und 2):

e Zu 1): Es gilt laut Voraussetzung c¢,, — ¢, also insbesondere ¢, % ¢. Damit folgt mit
umgekehrter A-Ungleichung:

(X, cn) — (X, €)| < d(cn, ) = 0+ d(cp, ¢) = d(cn, c) = 0.

e Zu 2): Nutze, dass g : S — R, g(x) = d(z,c) eine stetige Abbildung ist: Nach
A-Ungleichung gilt

l9(x) — g(«)| = ld(z, c) — d(2', ¢)| < d(z, "),

also ist g sogar Lipschitz-stetig mit Konstante 1, insbesondere stetig.
Mit dem CMT angewandt auf X, 2 X und g folgt

d(Xn, 0) = g(Xn) B g(X) = d(X, ).
(iil) Es gilt

d(X,,Y,), (X, V) 2 d(X,, X) +d(Y,,Y) 50

wegen X, END'S , Y, L ¥V und weil in R bereits bekannt ist, dass stochastische Konvergenz
sich auf Summen iibertragt.

Aufgabe P2 (Stetige Funktionale).

Wir betrachten den metrischen Raum (C(T), ||-||oo) mit 7" C R kompakt. Zeigen Sie, dass die fol-
genden Funktionale stetig sind. Hierbei wird C'(T") x R mit der Produktmetrik d((f, z), (g,y)) =
d(f,g) + |z — y| ausgestattet.

@ e:cm R o) = [l
(b) &:C(T)xT —=R, ®(f,z) = f(x)
(¢c) @:C(T)—=R, P(f) = ming(t)

teT



Losung:

(a)

Fiir f, fo € C(T) gilt fiir alle t € T

[F(t) = fol < (I = folloo-

Damit folgt
o) ol = | [ 1wl [ 1ol
< [ sl 1ne)

<)~ fo @I~ folloo
< XT) - ||f = folloo- (%)

Hierbei bezeichnet A(T") das Lebesgue-Mafs von T'. Dieses ist endlich, da 7" C R kompakt
und daher beschrankt ist.
Sei nun (f,)nen C C(T) eine Folge mit || f,, — fo||oo. Dann gilt

[@(fn) = 2N < MT) - [[fn = follo = 0.

—0

Damit ist ¢ stetig.
Alternative: Aus (*) folgt direkt, dass ® Lipschitz-stetig mit Konstante N(T') ist, also ist
® auch stetig.

Fir (f,z), (fo,m0) € C(T) x T gilt:
|2(f,z) — ®(fo,z0)| = ’f(fl?) - f0($o)|

]f(a:) - fo(x){ + }fo(x) - f0($0)|
1f = folloo + ‘fo(ﬂf) - fo(xo)‘-

Sei nun ((fp, Tn))neny C C(T) x T eine Folge mit d((f,,xn), (fo,z0)) — 0. Dann gilt
1o = folloo + [zn — 20| = d((fn, zn), (fo,20)) = 0,

also || fu — folleo = 0 und x,, — xo. Da fy stetig ist, folgt

[(f 20) = ©(fo, 20)| < |Lfon = Jollso + [ folwn) = folzo)| — 0.

TV
—0 fo stetigJ,,L — x0

IA A

0

Also ist @ stetig.

Seien f, fo € C(T). Dann gilt fiir alle t € T

f@) = f(t) = folt) + fo(t) < [f() = fo@)] + fo(t) < [If = follo + fo(2),

also

théiql}f(t) <|f = follso +ItTéiTHfo(t)

bzw.

rgéiTnf(t) - Igg%lfo(t) < |If = folloo-
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Anwendung desselben Vorgehens mit vertauschten Rollen fiir f, f, liefert

min fo(t) —min f(t) < [|fo = fllec = Il = folloo-

teT

Damit ist gezeigt, dass
[(£) = ()] = [min £(2) — min fo(t)] < 1 = fole.

Die Abbildung ® ist also Lipschitz-stetig mit Konstante 1, also auch stetig.

Aufgabe P3 (Eine erste schwache Konvergenz).

Sei 0 € T' C R kompakt. Wir betrachten im Folgenden den metrischen Raum (C(T),] - ||c)-

Fiir Zufallsvariablen X,,, X : Q — C(T') wurde in der Vorlesung gezeigt, dass X, B x genau
dann, wenn

(A) fiir alle k € N, ty, ...t € T gilt: (X, (t1), ..., X (tr)) 2 (X (t1), ..., X (tz)), und
(B) (X,) stochastisch gleichgradig stetig ist.

Wir betrachten nun i.i.d. reellwertige Zufallsvariablen Z;, i € N mit E|Z;| < co und den Prozess

n

Xu(t) = v (53 cos(t - 2) ~ Beos(t - 22)

=1

(i) Definieren Sie einen geeigneten Gauf-Prozess (X (¢)):er, so dass (A) erfiillt ist, und weisen
Sie (A) nach.
Der multivariate Zentrale Grenzwertsatz in RF darf vorausgesetzt werden.

(ii) Nehmen Sie nun an, dass (B) erfiillt ist, also X, B X gilt. Zeigen Sie, dass

sup X, (t) B sup X(t).
teT teT

Losung:

(i) Seien k € N, ty,...,t; € T. Da die Z; i.i.d. sind, sind auch die Zufallsvektoren
(cos(tlZi), ...7cos(thi)>, 1eN

iid.
Aukerdem gilt fiir alle j € {1, ..., k}: E[cos(t;Z;)?] < E[1?] < 1 < oo. Mit dem multivaria-
ten zentralen Grenzwertsatz folgt

Xn(t1) . cos(t17;) cos(t127)
—va- (o3 Bl ) B Ney

X, (ty) =1 \cos(trZ;) cos(tpZy)



mit X, = Cov(cos(t;Zy), cos(txZ1)).
Sei nun also X = (X (¢)):er ein stetiger zentrierter Gaufk-Prozess mit Kovarianzfunktion
v(s,t) = Cov(cos(sZy),cos(tZ1)). Dann gilt

Xo(t1) X(t1)

Xo(tr) X(tx)

das heifst, die endlichdimensionalen Verteilungen von X, konvergieren gegen diejenigen
von X. (A) ist gezeigt.

(ii) Da X, X stetig sind, gilt sup,cy X, (t) = maxer X, (¢) und sup,cp X (t) = maxier X (1).
Es wurde bereits in A2(c) gezeigt, dass @ : C(T) — R, ®(f) = maxer f(t) ein stetiges
Funktional ist. Mit dem CMT folgt

D

sup X, (t) = ®(X,,) = ®(X) = sup X (t).

teT teT
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