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Prasenzblatt 1 - Losungen

Aufgabe P4 (Brownsche Bewegung).

Es seien (Wi)ico,00)s (W )teo,00) zWei unabhéngige Brownsche Bewegungen auf einem Wahi-
scheinlichkeitsraum (2, A, P).

(a) Seien a,b € R mit a® +b* = 1. Fiir ¢t > 0 definiere
Xy = aW; + bW/

Zeigen Sie mit Hilfe der Definition der Brownschen Bewegung, dass (X;)ic[o,00) Wieder eine
Brownsche Bewegung ist.

(b) Sei av € (0,00). Fiir t > 0 definiere

Yt::oz-W%

Zeigen Sie mit Hilfe der Charakterisierung von Brownschen Bewegungen als Gauk-Prozess,
dass (Y%)ic[0,00) Wieder eine Brownsche Bewegung ist.

Losung:
(a) Zu zeigen sind (W1)-(W4).
(W1) Es ist, da W, W’ laut Voraussetzung (W1) erfiillen,
Xo=a - Wo+Wj=a-0+b-0=0.

(W2) Seien 0 < ty < t; < ... < t,. Da W, W' laut Voraussetzung (W2) erfiillen, sind die

.....

.....

.....

unabhéngig. Damit sind alle Zufallsvariablen

Wy, — W, Wy =Wy,

i

1=1,...n

gemeinsam stochastisch unabhéngig. Es folgt, dass auch
Xti - th‘71 =a- (Wtz - Wtifl) +0b- (WtIZ - Wt/i,l)

als Funktionen unterschiedlicher, unabhéngiger Zufallsvariablen unabhéngig sind.



(W3) Sei 0 < s < t. Da W, W’ unabhéngig sind, sind auch W, — W und W/} — W/ unab-
héngig. Da W, W’ Brownsche Bewegungen, gilt nach (W3): W, — W5 ~ N(0,t — s)
und W/ — W! ~ N(0,t — s). Aufgrund der Faltungsregeln fiir unabhéngige Normal-
verteilungen folgt

Xi—Xs = a- (W, =Wy)+b- (W —=W))
~ N(a-0+b-0,a* (t—s)+b*(t—2s))

a2+f?:1

= N(0,(a®> +b*)(t—5))“ =" N(0,t —s).

(W4) Da W, W’ Brownsche Bewegungen sind, sind t — W;, t — W/ P-f.s. stetig. Es gibt
also Nullmengen N, N’ € A mit

Vwe NN (Nt = Wi(w), t— W/ (w)
stetig. Damit gilt fiir die Nullmenge M := N U N’ € A: Fiir alle w € M ist
t = aWi(w) + bW/ (w) = Xi(w)

stetig als Komposition stetiger Funktionen.
Also ist t — X;(w) P-f.s. stetig.

(b) Zu zeigen ist (W123) und (W4).
(W123) Seien 0 < t; < ... < t,. Da W eine Brownsche Bewegung ist und (W123) erfiillt, gilt

LLQl/QZ
: ~ N(0,%)
LLQH/QQ

mit geeigneter Kovarianzmatrix > € R"*". Es folgt

}/;51 Wt1/o¢2
| = (alpyn) - : ~ N(0,a°%),

}Q ngn/QQ

n

das heifst, die endlichdimensionalen Verteilungen von (Y;):>o sind multivariate Nor-
malverteilungen mit Mittelwert 0. Damit ist die Mittelwertfunktion von (Y;);>o die
Nullfunktion.

Es ist nun gezeigt, dass (Y;);>0 zentrierter Gaufs-Prozess ist. Berechne die Kovari-
anzfunktion: Fir s, ¢ > 0 ist

Cov(Y;, Y;) = Cov(aWy a2, aWy/a2) = a*Cov(Wya2, Wy/a2) = o min{s/a* t/a’} = min{s, t}.

e Da W Brownsche Bewegung ist, ist ¢t — W, P-f.s. stetig. Die Funktionen g(z) = ax,
h(x) = x/a? sind ebenfalls stetig. Damit ist

t =Y, = g(Whu)

ebenfalls P-f.s. stetig als Komposition stetiger Funktionen.



Aufgabe P5 (Eigenschaften der Brownschen Bewegung).

Sei (W})ie(0,00) €ine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Nehmen
Sie an, dass t — W, stetig ist (ohne P-f.s.). Definiere

A = {w e Q: Auf allen Intervallen [0, M| mit M € Ry ist t — Wi(w)
nicht Lipschitz-stetig mit Konstante L > 0}.

(a) Zeigen Sie, dass A = A’ mit
A" = {w € Q: Auf allen Intervallen [0, M] mit M € Qg ist ¢ — Wy(w)
nicht Lipschitz-stetig mit Konstante L € Q N (0, 00).}
(b) Betrachten Sie fiir festes M, L > 0 und n € N:
Rypn ={weQ:Vie{l, .. n}: \Wl%(w) - W(Fl).%(w)] < —F

Zeigen Sie P(Ry ) — 0 (n — 00).
(c) Setzen Sie A" in Beziehung mit Ry, und folgern Sie P(A) = 1.
Losung:
(a) Formalisierung der Mengen:

A = {weQ: VM >0:VYL>03s,t€[0,M]: |[Wy(w) — Ws(w)| > L|t — s|},
A= {weQ:VM e Qso:VLeQn(0,00)3s,t € [0, M] : [Wy(w) — Wi(w)| > L[t — s|}.

Nun gilt A C A’, denn:

e 'C’: (Poffensichtlich’) Sei w € A.
Sei M € Qso, L € QN (0,00) beliebig. Da w € A, gibt es s,t € [0, M| mit |[W;(w) —
Ws(w)| > L|t — s|. Damit ist w € A'.

e "D Seiwe A
Sei M > 0, L > 0 beliebig. Wahle 0 < M’ < M, L < L' mit M', L' € Q. Daw € A',
gibt es s,t € [0, M'] mit W (w) — Ws(w)| > L'|t — s|. Dann ist auch s, ¢ € [0, M] und
es gilt |[Wi(w) — Wi(w)| > L'|t — s| > L|t — s|. Damit ist w € A.



(b) Esist

LM
P(Ruyrn) = P(Vie{l,..n}: (Wiar = Wi_pyu| < —)

' n
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P((HIWiae = Wiyl < = 51)
i=1

IAT
=
=
ke
|
=
A

I
=
3
~

|

Hierbei ist @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung N (0, 1).
(c) Esist

(A = {weQ:IM € Qso:3L QN (0,00)Vs,t € [0, M] : |W(w) — Wy(w)| < L|t — s|}
= |J U {weQ:Vste[0,M]:[Wyw) - Wi(w)| < LIt — 5|} }.

MeQxo LeQ>o

Nun gilt fiir alle n € N:
Ry i={weQ:Vs,t €[0,M]: |Wy(w) — Wy(w)| < LIt — s|}} € Rasrn-
Es folgt fiir alle n € N
P(Ryr) <P(Ryrn) — 0 (n— o0).

Damit ist

P((A))< > > P(Rar) =0.

MeQ>o LeQ>o -0

Also P(A") = 1.

Aufgabe P6 (Separabilitit).
In dieser Aufgabe werden zwei Réume betrachtet und auf Separabilitit untersucht.
(a) Sei
(R) := {a = (an)nen C R | (an)nen konvergiert gegen 0},

und |[|al|eo 1= Sup,ey |an|. Zeigen Sie, dass ((°(R), || - |ls) separabel ist.



(b)

Sei

D[0,1] :={f:]0,1] >R |Vzo e R: lifn f(z) = f(xg), liTm f(z) existiert und ist endlich}
T xTxo
der Raum der rechtsseitig stetigen Funktionen mit existierenden linksseitigen Grenzwer-

ten. Zeigen Sie, dass (D[0,1],] - ||c) nicht separabel ist.
Hinweis: Betrachten Sie fo(x) = Ly (7).

Losung:

(a)

Definiere den Raum der abbrechenden Folgen

A = U{b:(bn)neN:bnGQforlgnSm,bn:()forn>m}
meN
= U Q" x {(0)uer}
meN

Dieser ist abzahlbar als abzahlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen. Offensichtlich be-
steht A aus Folgen, die gegen 0 konvergieren, da sie ab einem festen Index konstante 0
werden.

Daher gilt A C (°(R).

Wir zeigen nun, dass A dicht in (¢°(R), | - |l«) liegt (das ist eine mogliche Definition der
Separabilitét).

Sei (an)nen € (°(R). Sei e > 0.

Da a, — 0, gibt es N € N mit

Vn > N |an|<%.

Da Q dicht in R liegt, gibt es fiir jedes 1 <n < N ein b, € Q mit
€
n bn <.
an — bl < &

Definiere nun b = (b, )neny € A durch b, = 0 fir n > N. Dann gilt

< %, Tl:l,...,N, I
‘an_bn‘ c = )
<lan| <5, n>N 2

also

€
sup |a, — b, < = <e.
neN 2

Damit ist mit A eine abzéhlbar dichte Teilmenge gefunden.

Angenommen, es gibe eine abzdhlbar dichte Teilmenge A C D0, 1] von (D[0, 1], - ||oo)-
Fiir x € [0, 1] betrachte die Funktionen f, : [0,1] = R, fo(y) = Lo (v).

Offensichtlich ist f, rechtsseitig stetig mit linksseitig existierenden Grenzwerten, also f, €
D[0,1]. Aufserdem gilt fiir x,y € [0, 1]:

r<y = [fi(z)=0,f,(z)=1

Also ist
1 fo = fyllo = 1.
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Da A dicht in (D][0,1], || - [|oo) liegt (Widerspruchsannahme), gibt es fiir jedes x € [0, 1]
ein a, € A mit

1
m_zoo<_~
1o = aulloe < 5

Damit folgt fiir alle z,y € [0,1],  # y:

L= lfo = fylle < I1fe = el + o = aylloo + llay = Syl
1 1 1
5 5=1- -7 <1 el = llay = fulle < llas — ay e

also a, # a,. Das heifst, alle a,,z € [0, 1] sind verschieden! Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme, dass A abzahlbar ist, denn

{a,:x€[0,1]} C A

is Uiberabzahlbar.

Vorlesungswebseite:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/
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