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Aufgabe P4 (Brownsche Bewegung).

Es seien (Wi)ico,00)s (W )teo,00) zWei unabhéngige Brownsche Bewegungen auf einem Wahi-
scheinlichkeitsraum (2, A, P).

(a) Seien a,b € R mit a® +b* = 1. Fiir ¢t > 0 definiere
Xy = aW; + bW/

Zeigen Sie mit Hilfe der Definition der Brownschen Bewegung, dass (X;)ic[o,00) Wieder eine
Brownsche Bewegung ist.

(b) Sei av € (0,00). Fiir t > 0 definiere

Yt::oz-W%

Zeigen Sie mit Hilfe der Charakterisierung von Brownschen Bewegungen als Gauk-Prozess,
dass (Y%)ic[0,00) Wieder eine Brownsche Bewegung ist.

Aufgabe P5 (Eigenschaften der Brownschen Bewegung).

Sei (W})te(0,00) €ine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Nehmen
Sie an, dass t — W, stetig ist (ohne P-f.s.). Definiere

A = {w € Q: Auf allen Intervallen [0, M| mit M € Ry ist t — Wi (w)
nicht Lipschitz-stetig mit Konstante L > 0}.

(a) Zeigen Sie, dass A = A’ mit

A" = {w € Q: Auf allen Intervallen [0, M] mit M € Qg ist t — Wy (w)
nicht Lipschitz-stetig mit Konstante L € QN (0, 00).}

(b) Betrachten Sie fiir festes M, L > 0 und n € N:
Rypn={weQ:Vie{l,..n}: [Wou(w)— W, pu)|<—1F

Zeigen Sie P(Ryr ) — 0 (n — 00).

(c) Setzen Sie A’ in Beziehung mit Ry, und folgern Sie P(A) = 1.



Aufgabe P6 (Separabilitit).

In dieser Aufgabe werden zwei Rdume betrachtet und auf Separabilitit untersucht.

(a) Sei
P(R) := {a = (an)nen C R | (an)nen konvergiert gegen 0},
und [|al|so := Sup,ey |an|. Zeigen Sie, dass ((°(R), || - ||« ) separabel ist.
(b) Sei

D[0,1] :={f:]0,1] >R |Vzo e R: lifn f(z) = f(xg), liTm f(z) existiert und ist endlich}
xlTo xTxo

der Raum der rechtsseitig stetigen Funktionen mit existierenden linksseitigen Grenzwer-

ten. Zeigen Sie, dass (D[0,1], ]| - ||«) nicht separabel ist.

Hinweis: Betrachten Sie fo(x) := 1jgq)(2).
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