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Prasenzblatt 0

Aufgabe P1 (Explizite Darstellung der Produkt-o-Algebra).

Sei (X, B) ein Messraum, 7" eine Indexmenge und
X' = {(vy)ter :Vt €T 2y € X} = {f : T — X Abbildung}

der Produktraum mit den beiden geldufigen Interpretationen der Elemente als Tupel oder
Abbildungen. Die Produkt-o-Algebra ist definiert durch

B :=o({m:teT}), T X1 = X, m((26)ier) = .
Zeigen Sie:
(a) Es gibt die folgende explizite Darstellung:

#= U e

ICTabzshlbar
(b) Es sei nun (X, B) = (R, B(R)), T = R. Entscheiden Sie, ob
A = {f:R—=>R|VzeR: f(z) =sin(z)},
4 = {f R Rlm f(x) =0},
Ay = {f RoRNzeZ: f(z) =1}
jeweils erfiillen: A; € BT oder A; ¢ BT,

Hinweis: Gemdf (a) hat ein Element A € BT notwendig die Struktur A = n;3(B) = {f :

R — R|(f(¢))ier € B} mit einem I C T abzihlbar, B € BT. Dies bedeutet, dass nur an
abzdhlbar viele Indizes tiberhaupt Einschrinkungen gemacht werden konnen.

Losung:

(a) Esist BT = ¢(&) mit
E={nY(A):AcB,tcT}

Setze
c= |J @)
ICT abzahlbar
Wir zeigen:
(1) £EccC

(2) C ist o-Algebra



(3) ¢ c BT
Aus (1) und (2) folgt
BT =0()co(C)=C
Zusammen mit (3) folgt BT = C.
Beweis von (1),(2),(3):
(1) Sei E =7, *(A) € £ mit A € B, t € T. Dann ist
B =mry(4)

mit / = {t} und A € B= B!, also E € C.
(2) C ist o-Algebra, denn:
(a) Fiir beliebiges I C T endlich ist X7 € B', und damit Q = 7.} (X7) € C.

(b) Sei E € C. Dann gibt es I C T abziihlbar, B € B' mit E = 7;.}(B). Es folgt
(Komplementstabilitét des Urbilds):

chﬂTI( BC) e C.

er

(c) Seien (E,)nen C C. Dann gibt es (I,)nen C T alle abzihlbar, (B,,)nen € B! mit
E, = W;}In(Bn). Definiere
=],

neN

und

B, =m;; (B,) € B

Dann gilt wegen 7p 7, = 771, o 71

UEn:UW:F,l UWTIWII Uﬂ;lfé —7TTI<UB>

neN neN neN neN neN

eB!

(3) Sei I C T abziihlbar. Wir zeigen, dass my;(B') € BT. Da B! = ¢(&,) mit & =
{m, {t}( ): A€ B,tel}, geniigt es zu zeigen, dass

WTI(EQ) - BT

Beweis hiervon: Sei C' € m.;(&;) beliebig. Dann gibt E € & mit C' = m;;(E) und
AeB,telmit E=m; {t}(A). Insgesamt also

T {t}OTT,I=TT {t}

C=mpy(B) =mrh(miy(A) 7= T a4 e & BT

(b) e A; nimmt nicht nur abzdhlbar viele Einschrankungen vor, sondern verlangt, dass
die Elemente an allen Stellen mit Sinus iibereinstimmen. Im Grunde geht es um die
Menge A; = {sin}. Wire A; € BT, giibe es nach (a) ein abziihlbares I C R mit
B € B! mit
Ay = mg3(B).



Es folgt dann (Regel f(f~*(B)) = B fiir surjektive f, fiir Projektionen erfiillt):
{sin(t) :t € I} = mr (A1) =B
Das bedeutet, es ist
Ay =mgy(B)={f eR*:Vt e I: f(t) =sin(t)}.

Das ist offensichtlich falsch, denn in der rechten Menge sind noch viele weitere Funk-
tionen enthalten, beispielsweise

sin(t), tel,

g:R%R,g(t):{o e

As hingt ebenfalls von iiberabzéhlbar vielen Argumenten in der Nahe von 0 ab. Unter
der Annahme, dass doch eine Charakterisierung der Funktionen mit existierendem
Limes bei 0 moglich wére, geben wir eine weitere Funktion an, deren Limes nicht
existiert, die aber die Charakterisierung erfiillt. Wire Ay € BT, giibe es nach (a) ein
abzéhlbares I C R mit B € B mit

Ay =7y (B). (%)
Da Ay # (), ist auch B # 0, also gibt es (b,)ze; € B. Definiere

b,, xze€l,

f:R_)R’f(x):L z € R\I.

Offensichtlich ist
fempi({(be)rer}) € mr1(B).
B
C

Aber f ¢ Ay (und damit Widerspruch zu (*)), denn fiir eine beliebige Folge (x,,)nen C
R\/ mit z,, — 0 gilt

lim f(r,) =10,

n—oo

also lim,_,o f(x) # 0.

Az nimmt nur abzihlbar viele Einschrinkungen an Elementen aus R vor. Es besitzt
eine Darstellung

As={feR*: Vo € Z: f(z) =1} = ﬂﬂg’lz({l}xez) € B(R)¥,

denn

{1}aez = [ 720 ({1}) € BR)™.

TEL

Aufgabe P2 (Alternative Messrdume).

Die Indexmenge erfiille 7 C R und es sei (X,B) = (R, B(R)). Tauchen bei der wahrschein-
lichkeitstheoretischen Betrachtung einer Situation nur stetige Prozesse auf, kann anstatt des
Produktraums (R”, B(R)?) auch die Einschrinkung

(C(T), BR)" N C(T))
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betrachtet werden. Hierbei ist C(T) = {f : T — R stetig} und B(R)T N C(T) := {ANC(T) :
A € B(R)"}. Zeigen Sie:
BR)" N C(T) = B(C(T)),

wobei C'(T') mit der Norm || f||o := sup,cp | f(2)| ausgestattet wird.
Anmerkung und Hinweis:

e Hierbei geht es darum, die Gleichheit zweier Sigma-Algebren zu zeigen. Die linke entsteht
als Finschrinkung aller Mengen der Produkt-Sigma-Algebra auf die stetigen Funktionen.
Die rechte ist die Borelsche Sigma-Algebra der stetigen Funktionen, wobei die offenen
Mengen durch die Supremums-Norm charakterisiert werden.

o Zeigen Sie zuerst:

BR)' nC(T) = o(&), E={7Y(B):tcT,BecBR)} mitz, = Wt‘C(T)'

o Auch B(C(T)) = o(&) mit einem geeigneten Mengensystem E,.

e Die Gleichheit der Sigma-Algebren kann dann durch & C B(C(T)) und & C B(R)T N
C(T) gezeigt werden.

Losung: TEIL 1: Es gilt

BRI NnC(T)=0(&), & ={7%B):teT,B¢cB(R)} mit 7,

= 7Tt‘C(Ty

denn:

(1) BR)'nC(T) = B(]R)T|C(T) ist als Spur-Sigma-Algebra wieder eine Sigma-Algebra (WT1)
auf C(T).
Hier wurde nichts gerechnet; es ist einfach bekannt, dass diese Art von Struktur, bei

welcher alle Mengen einer Sigma-Algebra mit einer Menge A geschnitten werden, dann
eine Sigma-Algebra tiber A bildet.

(2) Fir die Urbilder der Projektionen gilt:
#(B) = {(B) N O(T)
Damit folgt, dass & ein Erzeugendensystem von B(R)T N C(T') bildet.
Wir zeigen nun & C B(C(T)): Betrachte

& ={7Y(B):t€T,B CR offen}.

Es gilt & C &, und wegen B(R) = o({B C R offen}) auch o(&]) = o(&;) = BR)T N C(T). Es
gentigt also, & C B(C(T)) zu zeigen.

Es gilt: 7, : C(T) — R ist stetig, denn: Seien f,g € C(T), so ist

7 (f) = m()] = [F () =g < I = glloo-
Sei nun E € &]. Dann gibt es B C R offen, ¢ € T mit

E =71B).
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Da 7, stetig, B offen, ist auch E = 7; ' (B) offen. Da B(C(T)) Borelsche Sigma-Algebra, enthélt
sie die offenen Mengen, also E € B(C(T)).

TEIL 2: Da (C(T), || - ||) separabel ist, gibt es eine abziahlbar dichte Teilmenge (f,,)nen von
C(T). Dann bildet
Ey:={U(fn) : e >0,n €N}

eine Basis der Topologie, denn jede offene Menge lésst sich schreiben als abzéhlbare Vereinigung
von Elementen aus &,. Daher ist

B(C(T)) = a(&).

Wir zeigen nun & C B(R)T N C(T): Sei E € &. Dann gibt es € > 0, n € N mit

E = Ufo) ={g € O(T) : sup [ fulz) — g(2)] <}

zeT

U {gc 0 suplfule) - (o) <= - )

meN
Frozete | J g e C(T) Ve e TNQ: | fulz) — glz)] < e — %}

meN

= U N {rec@:h@) - g@l <= )
meN zeTNQ

— U ﬂ ﬁxl([fn(x)—5+%,fn(x)+5—%])EB(R)THC(T).
meNzeTNQ ~ ~

€B(R)

-~

€E1CBR)TNC(T)

Aus den vier doppelt unterstrichenen Beziehungen folgt B(R)” N C(T) = B(C(T)).

Aufgabe P3 (Gaufische Prozesse und Brownsche Bewegung).

Bei dieser Aufgabe sollen Sie zeigen, dass bestimmte Kombinationen von Gauf-Prozessen bzw.
Brownschen Bewegungen wieder Gaufs-Prozesse bzw. Brownsche Bewegungen ergeben. Hierfiir
sind vor allem Kenntnisse der Regeln fiir die Transformation von multivariaten Normalvertei-
lungen relevant.

(a) Sei (X;)ier ein Gauf-Prozess mit Mittelwertfunktion p, Kovarianzfunktion v, und (Y;)ier
ein weiterer, von (X;);er unabhéngiger Gaufs-Prozesse mit Fkt. fi, 7.

e Zeigen Sie: Fiir a,b € R ist auch (aX; + b)ier ein Gauk-Prozess.
e Zeigen Sie: (X; + Y})ier ist ein Gauk-Prozess.

Geben Sie die Mittelwert- und Kovarianzfunktionen an.
(b) Sei (W)ic(0,00) €ine Brownsche Bewegung und o > 0. Zeigen Sie, dass dann auch
(- Wt )iepo,o0)

eine Brownsche Bewegung ist (die sog. Skalierungsinvarianz der BB).



Losung:

(a) e Betrachte (Z;)ier = (aX; + b)ter: Seien a,b € R. Seien n € N und ¢y,...,t, € T.

Dann ist
Z, aXy +b Xy, b /
( Ztn> = ( X, + b) = (alnxn) ( th) + b ~ N(alpxnptt+B, (alpxn)X(alnxn)’)
~N(p,%) ::’;

aufgrund der Regeln zur Transformation von multivariaten Normalverteilungen. Au-
fserdem ist bekannt, da (X;);er Gaufs-Prozess, dass

X, fu(t1)
(1 ) ~Np,Y) mit p=1 |, I=0014))ij=1.n
tn M(tn)

Damit ist gezeigt, dass auch die endlichdimensionalen Verteilungen von (Z;);er mul-
tivariate Normalverteilungen sind, also (Z;);er ein Gauf-Prozess ist.
Die Mittelwertfunktion ist

pz(t) = ElaX: + 0] = aE[X] + b = au(t) + b,
die Kovarianzfunktion ist
vz(s,t) = Cov(aX, + b, aX; + b) = a*Cov(X,, X;) = a*y(s, t).

e Betrachte (Z;)ier = (Xi + Yy)ter: Sei n € N und tq,....t, € T. Da (Xy)ier, (Ye)ier
unabhéngige Gault-Prozesse sind, gilt einerseits

mit px = (u(ts))i=1,.ms by = (A(t:))i=1,..n und Xx = (y(ti,t))ij=t1,.m, 2y =
(7(ti,t5))ij=1...n und diese beiden Vektoren sind unabhéngig. Aufgrund der Trans-
formationsregeln fiir multivariate Normalverteilungen folgt

Ztl th }/tl
) =1. +1. ~ N(px + py, Ex + Zy).
2y, 1 Xy, Y,

Damit ist gezeigt, dass auch die endlichdimensionalen Verteilungen von (Z;);er mul-
tivariate Normalverteilungen sind, also (Z;);er ein Gauf-Prozess ist.
Die Mittelwertfunktion ist

pz(t) = E[X; + Yi] = E[X;] + E[Y}] = pu(t) + a(?),
die Kovarianzfunktion ist

v2(5,1) = Cov(Xs+Ys, X,+Y;) O 2% Cov(X,, X,)+Cov(Y, Y;) = (s, t)+7(s, t).



(b) Sei (Zi)epo,00) = ("Wt )sefo,00)- Man kann entweder zeigen, dass (Z;)ie[o,0) die Definition
einer Brownschen Bewegung erfiillt oder dass es ein zentrierter Gaufs-Prozess ist mit
stetigen Pfaden. Wir zeigen direkt die Definition.

(W1) Esist Zog =a - Wo =a-Wo=0P-fs, da Wy =0P-fs.
(W2) Sein € Nund 0 =1ty <t <... <t,. Dann gilt auch

to t1 tn
Il=—=< =< .. < —.
a2  o? o?

Da (W3)ie(0,00) Brownsche Bewegung ist, sind daher

W

L
a2

_Wti,I’ i:17...7n

a2

stochastisch unabhéngig. Multiplikation der Zufallsvariablen mit o (deterministisch)
liefert, dass auch

Zti—Zti71 :CIZ(VI/vtiz2 —th;l), i:1,...,n
o a2

stochastisch unabhéngig sind.
(W3) Seien 0 < s <. Dann ist 0 < 5 < é und da (W;)sej0,00) Brownsche Bewegung ist,
folgt
t
W — W ~ N(O,— - i).
o2 a2 a? a?
Multiplikation mit « liefert

Zi—Zo=a(We — W)~ N(O,a2~ (L i)) = N(0,t—s).

o2 a2 o?

(W4) Die Funktion f : [0,00) = [0,00), f(t) = % ist stetig. Sei N € A die Nullmenge, auf
welcher ¢ — W, nicht stetig ist. Auf N¢ gilt dann:

t— 2, = OéWa% = OéWf(t)
ist stetig als Komposition stetiger Funktionen. Damit ist auch ¢t — Z; P-f.s. stetig.

Vorlesungswebseite:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/
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