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Aufgabe P1 (Explizite Darstellung der Produkt-o-Algebra).
Sei (X, B) ein Messraum, 71" eine Indexmenge und
xT = {(x)er :Vt €T 12, € X} ={f : T — X Abbildung}

der Produktraum mit den beiden geldufigen Interpretationen der Elemente als Tupel oder
Abbildungen. Die Produkt-o-Algebra ist definiert durch

B =o({m:teT}), m: X" = X, m((x)er) := .
Zeigen Sie:
(a) Es gibt die folgende explizite Darstellung:
= U mi(8)
ICTabzéahlbar

(b) Es sei nun (X, B) = (R, B(R)), T' = R. Entscheiden Sie, ob

A = {f:R=>RVzeR: f(z) =sin(z)},

Ay = {/:R>R|lm () = 0}

Ay = {fR>RNVzeZ: f(z)=1}

jeweils erfiillen: A; € BT oder A; ¢ BT,

Hinweis: Gemdapf (a) hat ein Element A € BT notwendig die Struktur A = Wilf(B) ={f:
R — R|(f(t))ier € B} mit einem I C T abzihlbar, B € BT. Dies bedeutet, dass nur an
abzdhlbar viele Indizes tiberhaupt Einschrinkungen gemacht werden konnen.

Aufgabe P2 (Alternative Messrdume).

Die Indexmenge erfiille 7 C R und es sei (X,B) = (R, B(R)). Tauchen bei der wahrschein-
lichkeitstheoretischen Betrachtung einer Situation nur stetige Prozesse auf, kann anstatt des
Produktraums (R, B(R)”) auch die Einschrinkung

(C(T), BR)" NC(T))

betrachtet werden. Hierbei ist C(T) = {f : T — R stetig} und B(R)" N C(T) := {ANC(T) :
A € B(R)T}. Zeigen Sie:
BR)" N C(T) = B(C(T)),

wobei C'(T') mit der Norm || f||oo := sup,cp | f(2)| ausgestattet wird.
Anmerkung und Hinweis:



e Hierbei geht es darum, die Gleichheil zweier Sigma-Algebren zu zeigen. Die linke entsteht
als Einschrinkung aller Mengen der Produkt-Sigma-Algebra auf die stetigen Funktionen.
Die rechte ist die Borelsche Sigma-Algebra der stetigen Funktionen, wobei die offenen
Mengen durch die Supremums-Norm charakterisiert werden.

e eigen Sie zuerst:

BR'NC(T) =0(&), & = {7 '(B) :t €T, B € BIR)} mit 7 = m| .

o Auch B(C(T)) = o(&) mit einem geeigneten Mengensystem &,.

e Die Gleichheit der Sigma-Algebren kann dann durch & C B(C(T)) und & C B(R)T N
C(T) gezeigt werden.

Aufgabe P3 (Gaufische Prozesse und Brownsche Bewegung).

Bei dieser Aufgabe sollen Sie zeigen, dass bestimmte Kombinationen von Gauf-Prozessen bzw.
Brownschen Bewegungen wieder Gaufs-Prozesse bzw. Brownsche Bewegungen ergeben. Hierfiir
sind vor allem Kenntnisse der Regeln fiir die Transformation von multivariaten Normalvertei-
lungen relevant.

(a) Sei (X¢)ier ein Gauk-Prozess mit Mittelwertfunktion p, Kovarianzfunktion v, und (Y;)ier
ein weiterer, von (X;);er unabhéngiger Gaufs-Prozesse mit Fkt. fi, 7.

e Zeigen Sie: Fiir a,b € R ist auch (aX; + b)er ein Gaubs-Prozess.
e Zeigen Sie: (X; + Y})ier ist ein Gauk-Prozess.

Geben Sie die Mittelwert- und Kovarianzfunktionen an.

(b) Sei (Wi)ic(o,00) €ine Brownsche Bewegung und o > 0. Zeigen Sie, dass dann auch

(04 : WT )te[o,oo)

t
a

eine Brownsche Bewegung ist (die sog. Skalierungsinvarianz der BB).
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