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Aufgabe A1 (Anwendung der Hadamard-Differerenzierbarkeit, 6 = 4 + 2 Punkte).
Sei V F ([−∞,∞]) die Menge der Verteilungsfunktionen auf [−∞,∞]. Betrachten Sie die Ab-
bildung Φ : R× V F ([−∞,∞])→ l∞([−∞,∞]) gegeben durch

(θ, F ) 7→ G(s) := Φ(θ, F )(s) =
1

2

(
F (s) + 1− F (2θ − s)

)
.

Sei fernerD0 := R×UC([−∞,∞]) der Raum der gleichmäßig stetigen Funktionen auf [−∞,∞].
Zeigen Sie:

(a) Ist F zweimal differenzierbar mit beschränkten Ableitungen und θ ∈ R beliebig, so ist Φ
Hadamard-differenzierbar in (θ, F ) tangential zu D0.

(b) Betrachten Sie nun eine iid Stichprobe X1, ..., Xn mit einer Verteilungsfunktion F wie in
(a), mit EX2 <∞ und µ = EX. Betrachten Sie den Schätzer

Ĝn(s) :=
1

2

(
F̂n(s) + 1− F̂n(2Xn − s)

)
,

wobei F̂n die empirische Verteilungsfunktion undXn das arithmetische Mittel vonX1, ..., Xn

bezeichnen. Leiten Sie die asymptotische Verteilung von
√
n(Ĝn−Φ(µ, F )) in l∞([−∞,∞])

her.

Bemerkung: Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass(√
n(Xn − µ),

√
n(F̂n − F )

)
D→ (N,BF ) in R× l∞([−∞,∞]),

wobei der Grenzwert in R×UC([−∞,∞], |·|) liegt. Hierbei bezeichnet BF den Prozess t 7→ BF (t)

mit einer Brownschen Brücke (Bt)t∈[0,1] und N eine N(0,Var(X1))-verteilte Zufallsvariable mit
Cov(N,BF (s)) = Cov(X1,1{X1≤s}).

Aufgabe A2 (Martingaleigenschaften von Funktionalen der Brownschen Bewegung,
6 Punkte).
Sei W = (Wt)t∈[0,∞) eine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P).
Es sei (Ft)t∈[0,∞) mit Ft = σ(Ws : s ≤ t) die zugehörige kanonische Filtration. Zeigen Sie, dass
die folgenden Ausdrücke Martingale bzgl. (Ft)t∈[0,∞) sind:

(a) W 4
t − 6tW 2

t + 3t2

(b) tWt −
∫ t
0
Wsds

1



Aufgabe A3 (Eigenschaften von Stoppzeiten, 4 Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Ft)t≥0 eine Filtration.

(a) Zeigen Sie: Sind τ1, τ2 (Ft)t≥0-Stoppzeiten, so sind auch τ1 + τ2 und τ1 ∧ τ2 (Ft)t≥0-
Stoppzeiten.
Hinweis für τ1 + τ2: Es ist {τ1 + τ2 > t} = {τ1 = 0, τ1 > t} ∪ {τ1 = t, τ1 > 0} ∪ {τ1 >
t} ∪ {τ1 ∈ (0, t), τ1 + τ2 > t}. Stellen Sie nun noch die letzte Menge als Vereinigung
abzählbarer vieler Ft-messbarer Mengen dar.

(b) Sei τ eine (Ft)t≥0-Stoppzeit. Zeigen Sie, dass die Sigma-Algebra τ -Vergangenheit

Fτ := {A ∈ A : ∀t ≥ 0 : A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft}

ihren Namen verdient, also eine Sigma-Algebra ist.

Abgabe bis Donnerstag 11:00 Uhr, 22.06.2023, im Zettelkasten 01 im Mathemati-
kon INF205, 1. Etage.
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