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Aufgabe A1 (Konvergenz der emp. Verteilungsfunktion der Residuen einer Regres-
sion, 10 Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachtet wird das einfache Regressionsmodell

Yi = b0Xi + Zi, i = 1, ..., n

wobei b0 ∈ R ein unbekannter Parameter ist, und Zi, Xi i.i.d. Zufallsvariablen mit EZ1 = 0,
E[Z2

1 ] < ∞. Die Xi seien auch unabhängig von den Zi. Sei P = P(X1,Z1), und es bezeichne P̂n,
Gn die empirischen Maße bzw. Prozesse bzgl. (X1, Z1), ..., (Xn, Zn).

(a) Zeigen Sie, dass der Kleinste-Quadrate-Schätzer

b̂n = arg min
b∈R

R̂n(b), R̂n(b) =
1

n

n∑
i=1

(Yi − bXi)
2

durch b̂ =
∑n

i=1 XiYi∑n
i=1 X

2
i

gegeben ist.

(b) Betrachtet werden nun die empirischen Residuen

Ẑi = Yi − b̂nXi, i = 1, ..., n

Definiere

F̃Z(z) =
1

n

n∑
i=1

1{Ẑi≤z},

und für z, x ∈ R, b ∈ R:
fz,b(x, y) = 1{y≤z−(b0−b)x}

Zeigen Sie, dass gilt:
F̃Z(z) = P̂nfz,b̂n .

(c) Begründen Sie, dass
F = {fz,b : z ∈ R, b ∈ R}

erfüllt: N2(ε,F , P ) ≤ 2
ε2

und J2(1,F , P ) <∞.

Ab nun sei z0 ∈ R fest gewählt. Es soll gezeigt werden, dass

√
n
(
F̃Z(z0)− FZ(z0)

) D→ N(0, σ2), (∗)

wobei σ2 zu bestimmen ist. Sei dazu angenommen, dass FZ in z0 differenzierbar ist.
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(d) Sei f̂n := fz0,b̂n und f0 := fz0,b0 . Zeigen Sie, dass∫
|f̂n(x, y)− f0(x, y)|2dP (x, y)

P→ 0.

(e) Folgern Sie mit Lemma 1.72: Gn(f̂n − f0)
P→ 0.

(f) Zeigen Sie (*) und ermitteln Sie σ2.
Hinweis: Beispiel 1.71 / 1.73 und Delta-Methode in R.

Aufgabe A2 (Brackets von monotonen Funktionen, 6 Bonuspunkte).
Sei P ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaß auf (R,B(R)) und F die zugehörige Verteilungs-
funktion. Sei

F = {f : R→ [0, 1] monoton wachsend}

Zeigen Sie, dass für beliebiges r ≥ 1 gilt:

Nr(ε,F , P ) ≤ Cr ·
1

ε
· log

(1

ε

)
,

wobei Cr > 0 eine Konstante ist, die nur von r abhängt.
Hinweis: Gehen Sie ähnlich vor wie bei der Abschätzung der Bracketing-Zahlen der Funktionen-
klasse der empirischen Verteilungsfunktion. Teilen Sie für n ∈ N also zunächst R in Intervalle
[xi−1, xi] mit x0 = −∞, xn =∞ auf, so dass F (xn−)−Fxn−1 ≤ 1

n
. Nun teilen Sie den y-Bereich

in jedem Intervall in geeignete Abschnitte auf. Dadurch erhalten Sie insgesamt (mindestens)
(n+ 1)n stückweise konstante Funktionen, die Sie als Brackets verwenden können.

Abgabe bis Donnerstag 11:00 Uhr, 15.06.2023, im Zettelkasten 01 im Mathemati-
kon INF205, 1. Etage.
Vorlesungswebseite:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/
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