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Abgabeblatt 5 - Losungen

Aufgabe A1l (Abschitzung von Bracketing-Zahlen, 6 Punkte).

Es sei (X, B, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und » > 1. Sei F = {fy : X — R messbar, 0 € O}
eine Klasse messbarer Funktionen, indiziert durch © C R?, so dass

diam(©) = sup |[|#; — bs]| < 0.
91,9269

(Dies nennt man auch parametrische Lipschitz-Klasse).
Ferner existiere eine messbare Funktion m : X — R mit ||m|, = ([ m(z)"dP(z))"" < oo, so
dass

Vo € X,¥0,,0, € O [ for (2) = fo, (2)| < m(z) - [|61 — b2]]

Hierbei bezeichnet | - || die Euklidische Norm auf R?.

Zeigen Sie: Dann existiert eine Konstante K = K (O, d), so dass

, diam(0)*
Ve € (0,diam(®©)) :  N,(¢|m||,, F,P) < K — -
Hinweis: Uberdecke © durch Bille mit Mittelpunkten 0; und wdhle dann Brackets der Form
[fej —m- %afej +m- %]

Losung: Wibhle zunéchst 64, ..., 0, so, dass

oc|JB.ap) ()

j=1

(dies geht, weil diam(©) < oo und somit © Teilmenge einer kompakten Menge ist). Hierbei
bezeichnet B,(z) = {y € R? : ||y — z|| < r} den abgeschlossenen Ball mit Radius r um z.
Detaillierter:

Sei 6y € © beliebig. Dann gilt fiir alle § € ©: [|§ — 6y]| < diam(O), also

d
© C Buiam(e)(0h) C [ [[0o; — diam(®), o; + diam(©)].
j=1
Die rechte Seite ist ein Wiirfel, welcher offensichtlich durch insgesamt M = (2)¢ kleine Wiirfel
der Form Bg;’Q(Ok) = H?Zl[ﬁkj — £, 0k + 5] mit Mittelpunkten 6, € R? iiberdeckt werden kann.
In R? gilt fiir die Maximum-Norm:

lz]l < Ve|llos.
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Damit ist - -
BZJ5(0k) C B, /3/2(0k)

Es kann also M = (2)? in (*) gewéhlt werden.
Setze nun fir j =1,.. M, k=1,....d

(@) = Fyn ) = m(@ 2L, ) = fyo (o) + mia) 2L

J 2
Dann gilt
M
@) My =Gl = eVdlmlle, @) F L u):
j=1

Es folgt dann
2
N, (eVd||m||,, F,P) < M = (g)d.

Durch Substitution folgt N,.(e||m||,, F,P) < M = (%a)d.

Es ist (i) offensichtlich, und (ii) folgt, indem wir zunéchst zu beliebigem fj ein 6; wéhlen mit

16 —6;| < 8‘2/3. Wegen der Lipschitz-Bedingung erhalten wir dann

evd

2 ’LL]'(.Q?),

fol@) = fo, (@) + (fo(@) = fo, (1)) < fo, () +mle) -

N

und analog fy(z) > fy,(x) — m(x)=5¢ = [;(z). Also gilt f € [I;, u;].

Aufgabe A2 (Bracketing-Zahlen fiir weitere Funktionenklassen, 4 Punkte).

Sei (X, B, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F,G C {f : X — R messbar} sowie 1 < r < 0.
Weiter seien alle f € F und g € G durch eine Konstante C' > 0 beschrankt. Definiere

FG={f-9:f€F,geq}
Zeigen Sie, dass
N,(e, FG,P) <AN,(k(C)e, F,P) - N, (k(C)e, G, P),
wobei k(C) eine nur von C' abhéngige Konstante ist.

Losung: Sei Ny := N,(k(C)e, F, P), Nz := N,(k(C)e, G, P) und IV, !V (j = 1,..., Ny) baw.
l,(f), u;) (k=1,..., Ny) die Grenzen der Brackets mit

Vie {1, Ni} s [l 1), < k(@) VR e {1, No}: o fu? — 1), < K(O)e

J

und
.FCUZJ(I,] I, QCUk,u,(f).

Die Funktion k(C') definieren wir spéter geeignet. Zunéchst stellen Wir fest dass wir wegen der
o, J) (i = 1,2) diese Ei-
genschaft besitzen (definiere sonst neue Lg-) = max(—C, l](-z ) > lﬁ-z bzw. UjA ;= min(C, uy)) <

uy), wodurch die Brackets kleiner werden).

gleichméafigen Beschrénktheit von F, G annehmen kénnen, dass auch e



Teil 1: Sind nun [y, ls, u1, us, f, g gleichmékig durch C' beschriankte Funktionen mit
lleSU'l? ZQSQSU/Q, (1)
so folgt

0<L+C<f+C<u+C, 0<lb+C<g+C<u+C
= (L+C)(l+C) (f+CO)g+C) < (w1 +C)ux+C)
= Lla+C(l; +1s) fa+C(f+g9) < wug+ Cug + us)
= =Ll +C((h+h)—(ntu)) < fg < wug+C(ur+u) — (L + 1) = u,

<
<

wobei wir im letzten Schritt die Ungleichungen aus mit (—C') multipliziert auf die vorherige
Ungleichung addiert haben.

Teil 2: Fiir die neu definierten Funktionen [, u gilt:

Ju =1, = H [ul(UQ —ly) 4 la(uy — l1)] +2C [(U1 —l) + (u2 — ZQ)]
< (= )l + (s = )l +2C - (llus = byl + Jlwz = &)
lug|<C - ll2]<C -
< Cllug—l2|l» < Cllui=llr

< 30 (o =l + lluz — o] ).

Definieren wir also jeweils N; - Ny neue Funktionen (j = 1,..., N,k =1,..., N3)

L = I 4 0(0 +12) - (o) +ul®)),
wi = wu® = (@ + 1) - @ + o)),

so iiberdecken die zugehorigen Brackets wegen Teil 1 ganz FG, und wegen Teil 2 gilt

1 1 2 2
htgse = Galle < 3C (= 17 + uf® = 1211,

= 6Ck(C)e,

< a(uck+km%)

d.h. mit k(C) := 55 ist der Ausdruck < e. Das heifit, es geniigen die N; - N, definierten Brackets
L.k, k], und es folgt
NT(€,fg,P) S N1 . NQ.

Aufgabe A3 (Anwendung des Satzes von Donsker fiir empirische Prozesse, 8 = 4
+ 4 Punkte).

Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : Q@ — X = R, ¢ € N i.i.d. Zufallsvariablen.
(a) Es gelte E[X?] < co. Zeigen Sie, dass gilt:

ne[—1,1]

[ﬁ&i}nwbm&—M} BG i (L1 o)
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wobei G = (G(p))ue[-1,1 ein zentrierter Gauk-Prozess mit zu bestimmender Kovarianz-
funktion ist.
Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 1, das heifit, zeigen Sie, dass hier die Funktionenklasse ei-

ne parametrische Lipschitz-Klasse bildet. Insbesondere ist zu zeigen, dass das zugehdrige
Entropie-Integral Jo(1, F,PX1) endlich ist.

(b) Es gelte E[X{] < oo. Es werde nun eine Maximum-Likelihood-Schiitzung durch eine
Normalverteilung durchgefiihrt, das heifit, es sei = (u,0?) € © = [-M, M] x [03,0}]

mit festen M, 0%, 05 > 0 und ly(x) = (f;—#’z + log(0?). Zeigen Sie, dass

[ <Zl@ EZGXI)H SC i (90| lxe),

=)
wobei (& ein zentrierter Gauk-Prozess ist (hier muss die Kovarianzfunktion nicht angege-
ben werden).
Hinweis: Aufgabe 1.
Losung:
(a) Betrachte die Funktionenklasse
F = {fMiR%R,fu(@ = |Z)3—,LL| YRS [_Ll]}'

Dann gilt

(Gn(f))ger = (Gn<fu))u€[fl 1] = [ ( Z [ — pl — E[X0 — 'u|>}ue[—1,ﬂ

Es gilt fiir festes z € X':

sup | f(z) — Pf| sup | fu(z) = Pfu

fer pE[=1,1]

IA

sup |z —p|+ sup E[X; — pf
“6[71»1] ue[fl’l}

< el +14+E[Xy|+1 < o0,
da E[X?] <

Die Klasse F ist eine Lipschitz-Klasse, denn fiir p, i/ € [—1,1] und z € R gilt mit der
umgekehrten Dreiecksungleichung

|fu(@) = (@) = |z —pl = |z — /|| < [(x—p) = (@ = )| = | — 1| = m(x) - |p— 1],

mit m : R — R, m(z) = 1. Es ist auferdem ||m||2 = [|1]|2 = 1. Mit Aufgabe 1 folgt mit
einer Konstanten K > 0:
diam([—-1,1]) 2K

No(e, F,P) < K. ——L 20 2%
g g



Es folgt (mit a V b = max{a, b} und va+ b < v/a + vb):

1 1
Jo(1, F, P) = / V1V log No(e, F, P)daz/ V1V (log(2K) — log(e))de
0 0
| 1
< log(QK)—i-/ log(l—i-g)de
log(1+z)

<z
< log(2K) +/ —de

< log(2K) + [2\/_} = V10g(2K) + 2 < 0.

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Donsker 1.64 erfiillt und es folgt, dass es
cine straffe Zufallsvariable G mit Werten in ¢*°(F) gibt mit

G, 2 G.

Es folgt:

[ <Z|X —E|X; — M|>Le[_1’1}2>(G(fu))u€[1,1] in °[-1,1].

G ist ein zentrierter Gaufs-Prozess, denn wegen dem zentralen Grenzwertsatz (es ist
E[X?] < 0o) gilt fir gy, ..., € [—1,1]):

D
(GTL(fP«l)? ) Gn(ﬂ%)) - N<O7 2)?
was den Verteilungen von (G(f,,), ..., G(f,,)) entsprechen muss. Die Kovarianzfunktion
ist
COV(G(fM)’ G(fm)) = COV(|X1 - M1|’ |X2 - :u2|)'

(b) Betrachte die Funktionenklasse

F={l:R>R,0c0}

Dann gilt
(CulF))rer = (Calloce = [vVir(E 1)~ Bl(x)] .
" " n ‘= ' 6o
Es gilt fiir festes z € X':
sup | f(z) — Pf| = sup|lp(z) — Plo|
fer ISS]
20% 4 212
< s (T 4 log(o?))
(1,02)=0€0 o
1 2 2 2
+ sup ( (2E[X7] + 21°) + | log(o )\)

(1,0%)=00

(207 + 200%) + 2mac{los(03), og(0?)} + —5(2E[X7] +2M%) <
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da E[X}] < .

Die Klasse F ist eine Lipschitz-Klasse, denn fiir (u,02%) = 6, (y/,(0")?) = 6 € © und
z € R gilt (beachte: log(-) ist Lipschitz-stetig mit Konstante L = 1 Argumente x > 1):

fota) =t = [ rogto?) - T g0
o2 = Gl e = 0 = = 0?1+ [1os®) — hos(())
—{10(0? /})~log((c")2 /07|
L e L R R Vg 1 R B aa

=lp—p|-|pp | <2M | p—p! |

1 1 2 2M

< |sp+ o3| 1ot = 0+ Slal - = wl + S lu— i
9 99 90 90
1 142M 2 ) )

< [+ ol {1},

-~

<V2||(o?) =, (0)) |
das heift, man kann m : R — R, m(z) = v/2 - (o + 2 + 5 |2]) withlen. Es ist dann
0 0 0
lmll2 = C(o9, M, E[XT]) < o0.

Weiter ist diam(©) < 2M - (07 — 02). Mit Aufgabe 1 folgt mit einer Konstanten K > 0:

C-2M(o? —08))2 e

g2

N2(€7-F7P>§K'( -

mit entsprechend definiertem C'.

Es folgt (mit a V b = max{a, b} und va + b < v/a + Vb):

1 1
Jo(1, F, P) = / V1V log Ny(e, F, P)de = / V1V (log(C") — 2log(e))de
0 0
b 1
< log(C") + / 2log(1+ g)de
0
log(1+xz)<z

1
1
< V1og(C") + \/5/ —=de
0 VE
1
< log(C") + [2\/5\/5} = /log(2K) + 2V2 < oo.
0
Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Donsker 1.64 erfiillt und es folgt, dass es
eine straffe Zufallsvariable G mit Werten in ¢>°(F) gibt mit
G, 3 G.

Es folgt:

V(5 Yo (X) ~Bla(X))| B (Gl)ece i £7(6).

0cO




G ist ein zentrierter Gaufs-Prozess, denn wegen dem zentralen Grenzwertsatz (es ist
E[X}]] < o0) gilt fiir 6y, ..., 0, € O:

(Glg,)s oo Gallg,)) 2 N(0,3),

was den Verteilungen von (G(lg, ), ..., G(ls,)) entsprechen muss.

Abgabe bis Donnerstag 19:00 Uhr, 01.06.2023, im Zettelkasten 01 im Mathemati-
kon INF205, 1. Etage.

Vorlesungswebseite:

https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/
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