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Aufgabe A1 (Abschätzung von Bracketing-Zahlen, 6 Punkte).
Es sei (X ,B, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und r ≥ 1. Sei F = {fθ : X → R messbar, θ ∈ Θ}
eine Klasse messbarer Funktionen, indiziert durch Θ ⊂ Rd, so dass

diam(Θ) = sup
θ1,θ2∈Θ

‖θ1 − θ2‖ <∞.

(Dies nennt man auch parametrische Lipschitz-Klasse).
Ferner existiere eine messbare Funktion m : X → R mit ‖m‖r = (

∫
m(x)rdP (x))1/r < ∞, so

dass
∀x ∈ X ,∀θ1, θ2 ∈ Θ : |fθ1(x)− fθ2(x)| ≤ m(x) · ‖θ1 − θ2‖

Hierbei bezeichnet ‖ · ‖ die Euklidische Norm auf Rd.

Zeigen Sie: Dann existiert eine Konstante K = K(Θ, d), so dass

∀ε ∈ (0, diam(Θ)) : Nr(ε‖m‖r,F , P ) ≤ K

(
diam(Θ)

ε

)d
.

Hinweis: Überdecke Θ durch Bälle mit Mittelpunkten θj und wähle dann Brackets der Form
[fθj −m · ε2 , fθj +m · ε

2
].

Aufgabe A2 (Bracketing-Zahlen für weitere Funktionenklassen, 4 Punkte).
Sei (X ,B, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F ,G ⊂ {f : X → R messbar} sowie 1 ≤ r <∞.
Weiter seien alle f ∈ F und g ∈ G durch eine Konstante C > 0 beschränkt. Definiere

FG = {f · g : f ∈ F , g ∈ G}.

Zeigen Sie, dass
Nr(ε,FG, P ) ≤ 4Nr(k(C)ε,F , P ) ·Nr(k(C)ε,G, P ),

wobei k(C) eine nur von C abhängige Konstante ist.

Aufgabe A3 (Anwendung des Satzes von Donsker für empirische Prozesse, 8 = 4
+ 4 Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Xi : Ω→ X = R, i ∈ N i.i.d. Zufallsvariablen.

(a) Es gelte E[X2
1 ] <∞. Zeigen Sie, dass gilt:[√

n
( 1

n

n∑
i=1

|Xi − µ| − E|X1 − µ|
)]

µ∈[−1,1]

D→ G in (`∞[−1, 1], ‖ · ‖∞,[−1,1]),

1



wobei G = (G(µ))µ∈[−1,1] ein zentrierter Gauß-Prozess mit zu bestimmender Kovarianz-
funktion ist.
Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 1, das heißt, zeigen Sie, dass hier die Funktionenklasse ei-
ne parametrische Lipschitz-Klasse bildet. Insbesondere ist zu zeigen, dass das zugehörige
Entropie-Integral J2(1,F ,PX1) endlich ist.

(b) Es gelte E[X4
1 ] < ∞. Es werde nun eine Maximum-Likelihood-Schätzung durch eine

Normalverteilung durchgeführt, das heißt, es sei θ = (µ, σ2) ∈ Θ = [−M,M ] × [σ2
0, σ

2
1]

mit festen M,σ2
1, σ

2
0 > 0 und lθ(x) = (x−µ)2

σ2 + log(σ2). Zeigen Sie, dass

[√
n
( 1

n

n∑
i=1

lθ(Xi)− Elθ(X1)
)]

θ∈Θ

D→ G in (`∞(Θ), ‖ · ‖∞,Θ),

wobei G ein zentrierter Gauß-Prozess ist (hier muss die Kovarianzfunktion nicht angege-
ben werden).
Hinweis: Aufgabe 1.
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