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Abgabeblatt 4 - Losungen

Aufgabe Al (Schwache Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion in D, 8
Punkte).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Z; : Q@ — R, ¢ € N i.i.d. U[0, 1]-verteilte Zufalls-
variablen. Fiir z € [0, 1] sei

. 1 &
Fn<l’) = E Z_l: ]l{Zigz}
die empirische Verteilungsfunktion und Fy(x) = z. Definiere
Gu(x) = vn(Fu(x) = Fo(z)), = €[0,1].

Zeigen Sie mittels des Konvergenzkonzepts in D|0, 1] (Satz 1.44), dass
G, BW° in (D[0,1],ds).

wobei W° = (Wy)cjo,1) eine stetige Version einer Brownschen Briicke ist.

Losung: Wir zeigen die drei Bedingungen aus Satz 1.44.

: Fu s eees
(a) Die schwache Konvergenz wurde bereits auf einem fritheren Blatt gezeigt: Fir xy, ..., 2y €
[0, 1] ist mit dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz:

(Gn(%‘))j:l kT (% <l Zj: Lizi<a;} — Fo(a:j)>) 2 N(0,%)

7777 n

wobei %;; = Cov(liz<aiys Lz<a;)) = Ell{zicmintereny] = Ellizi<an] - B[lizi<0pp] =
Fo(min{z;, z;}) — Fo(z;) Fo(x;) = min{z;, x;} — z;x;. Damit gilt also

=1,...,

das heift, die endlichdimensionalen Verteilungen von G,, konvergieren gegen die endlich-
dimensionalen Verteilungen von W°.

(b) Da W* eine stetige Version einer Brownschen Briicke ist, gilt lims_,o W7 _; = W}, also
insbesondere f.s. Konvergenz und damit schwache Konvergenz.

(c) Esist




und daher
E[\Gn(s) — Ga(n)[* | Glt) — Gn(sﬂ

= () (X 0e) |
i—1 j=1

1
= E Z ]E[Mil,s,rMig,s,’erl,t,ijQ,t,s]-
11,12,71,J2=1
Die Zufallsvariablen M, ; ; usw. sind fiir alle ¢, s in ¢ i.i.d. und erfiillen EM,,; , = 0. Damit

gilt
E[\Gn(s) — Go(r)|* - |Galt) — Gn(S)IQ]

1
< —(n-BIME M)+ 0 EIMEJEIME, )+ 207 (Mo M) ()
Nun ist
E[M;,,] = Var(liz<q) + Var(liz<y) — 2Cov(Liz,<s, Lizi<r})

= (s— 82) + (r — 7“2) — 2 (min{r, s} —sr)
I
= s—r—(s+r=2rs)=(s—71) = (s =)’ <s—m,
und analog
E[M{, ) <t—s,
damit insgesamt

E[M}

1,s,r

JE[ME, ) < (s =71)(t—s) < (t—7)°
Weiter ist

EM o Miys] = E[(lz<s) — Fo(s)) - (Lz<n — Fo(t))]

—E[(Lz,<sy — Fo(8))(Lizi<sy — Fo(s))]
—El(Lzi<ry — Fo(r))(Liz,<yy — Fo(1))]
TE[(Lz,<1y — Fo(r))(Liz,<sy — Fo(s))]

= COV(]l{ZiSS}, IL{ZzSt}) — Var(]l{zigs})
_COV(:H-{Z,'ST‘}7 ]l{Zigt}) + COV(H{ZiSr}; l{Zﬁs})

= (s—st)—(s—5*)—(r—rt)+ (r —sr)

—st+ s trt—sr=s5-(s—t)+r-(t—s) = ({t—s)(r—s).
Damit ist
E[M; o, My o)* < (t—8) (s —7)? < (t—1)

Zuletzt gﬂt ]\4127577~ S 2(1{Z1§s}_H{Zlgr})2+2(5_7ﬂ)27 M12,t,s S 2(1{219&}—ﬂ{Zlgs}>2+2(t—8)2
und damit ist

E[M,, M, ]
< 4E[<1{Z1§s} — ]l{Zlgr})2(ﬂ{Z1§t} — 1{2135})2] + 4(5 — T’)2 + 4<t — 8)2 + 4(5 — T)2(If — 5)2
< AE[(Iyz,<sp — Lz<ry) (Lyzi<ey — Lizi<sp)] + 4(s — r)? + At — 3)2 +4(s —1)*(t - 5)°
< As—s—r+r)+H(s—r) +4t—s)* +4(s — 1)

N ~- 2
< 12(t—r)2



Eingesetzt in (*) folgt

E|[Guls) = Galr)|" | Ga(t) = Gu(s)|°]

IN

1

" (n 12(t — 1)+ 0t — 1)+ 2nP(t — r)2>
< 15(t =) < (F(t) = F(r))”,

wobei F'(t) = 4t streng monoton wachsend, und § = 2.

Damit sind alle Bedingungen aus Satz 1.44 erfiillt und es folgt

G, BW° in (D[0,1],ds).

Aufgabe A2 (Eigenschaften des Raums (D,ds), 4 = 2 + 2 Punkte).

In dieser Aufgabe wird der Raum (D[0, 1], dg) betrachtet. Zeigen Sie die folgende Eigenschaft:
Ist (fn)nen und f € C|0, 1] (stetig!), so gilt

Mit anderen Worten: Ist die Grenzfunktion stetig, ist Konvergenz bzgl. dg gleichbedeutend mit
Konvergenz bzgl. || - ||oo-

Losung: Zu zeigen sind zwei Richtungen.

e '’ Zunéchst gilt stets (auch wenn f € DJ0, 1]):
_ _ A=id
ds(fn, f) = )l\Ielf\maX {HA — 1d||oo, [[fn — fo )‘”00} < |[fa = flle = 0.

e '=": Sei f € C[0,1]. Dann ist f gleichméRig stetig auf [0, 1]. Es gilt fiir alle A € A:
[fo = flloo < M[fo = forMloo+ If o A= flloor (%)
Sei € > 0 beliebig. Da f gleichméfig stetig ist, gibt es § € (0, ) mit
Vo,y € 0,1]: |z —y[<d=|f(z) - fly) <e

bzw.

Ve e [0,1]: |z —A2) <d=[f(2) = (foA)(2)] <e ()
Sei N € N so grofs, dass Vn > N : dg(fn, f) < %. Fir n > N sei A\, € A so, dass

0 30

max{||/\n - 1d||007 an - fo)‘nHoo} S dS(fmf) + Z S Z < 6

(Def. Infimum).
Es folgt ||\, — id||s < 0. Dann folgt aus (**): || f — f o A\uloc < € und damit aus (*):

an - f”oo S \an - f o )\”HOOJ—H': S 2¢e.

—
<ds(fn,f)+5<6<e

Damit gilt also Vn > N : || fu — flloo < 2¢, also wurde nachgerechnet: ||f, — f|lcoc — 0
(n — 00).



Aufgabe A3 (Schwache Konvergenz von Kolmogorov-Smirnov und Cramer-von Mi-
ses, 4 = 2 + 2 Punkte).

Sei (Zi)ien eine Folge von U0, 1]-verteilten reellen Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, .4, P) mit Verteilungsfunktion Fy(t) := ¢ fiir t € [0, 1]. Sei F,(z) := % Yoy Livi<ay
die empirische Verteilungsfunktion. Sei

() = Vn(Fy(x) = Fo()).

Zeigen Sie unter direkter Nutzung der schwachen Konvergenz aus Aufgabe 1 und der Eigenschaft
von dg aus Aufgabe 2:

(a) T := /nsup,e ) | () — Fy(z)) S Sup,eo1] |W° ()| (Kolmogorov-Smirnov),
(b) T, :=n- fol {F(z) - Fo(x)}2 dz B fol We(z)? do (Cramer-von-Mises).
Losung:
(a) Die Abbildung
®:D[0,1] =R, &(f) = sup [f(z)]

z€0,1]

ist stetig in jedem f € C[0, 1], denn: Sei (f,)nen eine Folge mit dg(f,, f) — 0. Dann folgt
mit Aufgabe A2: ||f, — f]lo — 0, also auch

2(fn) = (A < |l falloo = [1flloo] < 1fa = flloc = 0.

Damit ist ® stetig in f. Da laut Aufgabe 1: G, B We und We : Q — C'0, 1], folgt mit
dem CMT

Vi sup | Fy(x) = Fo(z)] = ®(Ga) 5 @(W°) = sup [W°(x).

x€[0,1] z€[0,1]
(b) Die Abbildung
1
®:D[0,1] =R, &(f) :/ f(z)dx
0

ist stetig in jedem f € C[0, 1], denn: Sei (f,)nen eine Folge mit ds(fn, f) — 0. Dann folgt
mit Aufgabe A2: ||f, — fllco — 0. Aus einer fritheren Ubungsaufgabe (Blatt 2, A2(a))

folgt

O(fn) = ©(f),
das heiftt, @ ist stetig in f. Da laut Aufgabe 1: G, ZoWe und We i Q — 0, 1], folgt
mit dem CMT

n/o [Fo(2) — Fo(z) Y de = ©(G,) 2 o(W°) :/0 We(z)2dz.

Abgabe bis Donnerstag 11:00 Uhr, 25.05.2023, im Zettelkasten 01 im Mathemati-
kon INF205, 1. Etage.

Vorlesungswebseite:

https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/
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