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Aufgabe A1 (Schwache Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion in D, 8
Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Zi : Ω→ R, i ∈ N i.i.d. U [0, 1]-verteilte Zufalls-
variablen. Für x ∈ [0, 1] sei

F̂n(x) :=
1

n

n∑
i=1

1{Zi≤x}

die empirische Verteilungsfunktion und F0(x) = x. Definiere

Gn(x) :=
√
n
(
F̂n(x)− F0(x)

)
, x ∈ [0, 1].

Zeigen Sie mittels des Konvergenzkonzepts in D[0, 1] (Satz 1.44), dass

Gn
D→ W ◦ in (D[0, 1], dS).

wobei W ◦ = (W ◦
t )t∈[0,1] eine stetige Version einer Brownschen Brücke ist.

Aufgabe A2 (Eigenschaften des Raums (D, dS), 4 = 2 + 2 Punkte).
In dieser Aufgabe wird der Raum (D[0, 1], dS) betrachtet. Zeigen Sie die folgende Eigenschaft:
Ist (fn)n∈N und f ∈ C[0, 1] (stetig!), so gilt

dS(fn, f)→ 0 ⇐⇒ ‖fn − f‖∞ → 0.

Mit anderen Worten: Ist die Grenzfunktion stetig, ist Konvergenz bzgl. dS gleichbedeutend mit
Konvergenz bzgl. ‖ · ‖∞.

Aufgabe A3 (Schwache Konvergenz von Kolmogorov-Smirnov und Cramer-von Mi-
ses, 4 = 2 + 2 Punkte).
Sei (Zi)i∈N eine Folge von U [0, 1]-verteilten reellen Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,A,P) mit Verteilungsfunktion F0(t) := t für t ∈ [0, 1]. Sei F̂n(x) := 1

n

∑n
i=1 1{Yi≤x}

die empirische Verteilungsfunktion. Sei

Gn(x) :=
√
n(F̂n(x)− F0(x)).

Zeigen Sie unter direkter Nutzung der schwachen Konvergenz aus Aufgabe 1 und der Eigenschaft
von dS aus Aufgabe 2:

(a) Tn :=
√
n supx∈[0,1] |F̂n(x)− F0(x)| D→ supx∈[0,1] |W ◦(x)| (Kolmogorov-Smirnov),
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(b) Tn := n ·
∫ 1

0

{
F̂n(x)− F0(x)

}2 dx D→
∫ 1

0
W ◦(x)2 dx (Cramer-von-Mises).
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