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Abgabeblatt 2 - Losungen

Aufgabe A1l (Schwache Konvergenz, 6 = 3 + 3 Punkte).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, d) ein metrischer Raum ausgestattet mit der
Borelschen Sigma-Algebra B(S). Seien Y, X,,, X : @ — S messbare Abbildungen, und ¢ € S.
Zeigen Sie:

i) Es gilt
(i) g
X, > c <— Xn—>P c

Hinweis: Fiir reellwertige Zufallsvariablen ist diese Aussage bereits bekannt. Sie kénnen
das CMT nutzen...

(ii) Versieht man S x S mit der Produkt-Sigma-Algebra und der Produkt-Metrik

d((z1,72), (Y1, ¥2)) = d(x1,y1) + d(z2,92),
so gilt
X, 2 X, Yooe = (X,Y)3 (X0
Hinweis: Reduzieren Sie mittels des Satzes von Slutzky die Aussage zundchst darauf, dass
nur (X, c) A (X, ¢) gezeigt werden muss.

Losung

(i) '<’: (wurde bereits in VL allgemeiner gezeigt). Es gelte X, S e Firy, =c gilt also
d(Y,, X,) = d(c, X,) 5 0. Auberdem gilt ¥, = ¢ 3 c. Damit ist mit dem Satz von
Slutzky X, Ze.

'=": Es gelte X, 5 ¢. Die Abbildung

g:S—=R, g(x)=d(z,c)

ist Lipschitz-stetig mit Konstante 1 (und damit stetig), denn mit der Dreiecksungleichung
der Metrik folgt

d(z,c) —d(y,c) < [d(z,y) + d(y, c)] — d(y,z) = d(z,y)

und
d(y,c) — d(z,c) < [d(y, z) + d(z, ¢)] — d(z, ¢) = d(y,z) = d(z,y),

also
|d(x,c) — d(y, )| < d(z,y).



Mit dem Continuous mapping theorem angewandt auf X, 2 ¢ und g folgt
d(X,,¢) = g(X,) 2 g(e) = d(c,¢) = 0.

Da 0 eine Konstante ist, folgt mit dem bereits bekannten Resultat in R, dass auch
d(Xn, c) 5 0.
Das bedeutet X, e

(ii) Wir zeigen:
o 1) d((X,,Y,), (Xn,c)) — 0
e 2) (Xn,0) 3 (X, 0).

Dann folgt mit dem Satz von Slutzky (X, Y,) 2N (X, c).
Beweis der beiden Aussagen 1) und 2):

e Zu 1): Es gilt laut Voraussetzung Y, 5 ¢, also
d(Xn,Yo), (X, ©)) = (X, Xp) + d(Yp, €) = 04 d(Yy, ¢) = d(Y,,, ¢) - 0.
e Zu 2): Nutze das Portmanteau-Lemma. Sei A C S x S abgeschlossen. Dann ist
P((X,,c) € A) =P(X, € A,)

mit A, ;= {x € S: (r,¢) € A}. Auch A, ist abgeschlossen, denn: Sei (x,,)nen C Ae
Folge mit d(x,,z) — 0 fiir ein z € S.

Dann ist (x,,¢) € A fir alle n € N und d((x,,c), (z,¢)) = d(x,,z) + d(c,c) =
d(x,,x) — 0, das heifst, (z,,c) = (x,c). Da A abgeschlossen ist, folgt (z,c) € A und
daher z € A..

Da A, abgeschlossen und X, 5 x , folgt mit Portmanteau:

limsupP((X,,c) € A) =limsupP(X,, € A,) <P(X € A,) =P((X,¢c) € A),

n—oo n—oo

und wieder mit Portmanteau (X, ¢) 2N (X,c).

Aufgabe A2 (Stetige Funktionale, 6 = 2 + 2 + 2 Punkte).

Wir betrachten den metrischen Raum (C(T), || - ||«) mit 7 C R kompakt. Zeigen Sie, dass die
folgenden Funktionale stetig sind. Hierbei sei der Bildraum entweder ebenfalls mit || - || oder
mit dem iiblichen Abstand auf R ausgestattet.

(a) ©:C(T)—R, @(f) = /f

(6) ®:C(T)—»CT), () = [g:T—Rglt)= (&)~ t- f(1)]
() @:C(T) >R, &(f) = maxf()

Achtung: In (c) ist ® nicht || - ||o-

Losung:



(a) Fir f, fo € C(T) gilt fir alle t € T
£(£)* = fo(t)?] £ () = fo(O)] - [£ () + folt)]

(&) = fo(O)] - (IF ) = fo(t)| + 2| fo(t)])
1 = follse = (I1f = follse + 2l follo)-

IA A

Damit folgt
o) ol = | [ s [ neral
[ 1702 = fute?las

2 / 1 = Jolloe - (IF = Folloo + 2l folloc) e
T

< MDY = folloo - (ILf = folloo + 2ll follso)-

Hierbei bezeichnet A(7') das Lebesgue-Maf von T'. Dieses ist endlich, da 7" C R kompakt
und daher beschréankt ist. Auch || fo|| ist endlich, da f; stetig und 7" kompakt.
Sei nun (fy,)neny C C(T) eine Folge mit || f,, — fol|co- Dann gilt

©(fa) = (F)] < NT)- [ fa = folloo ([ fn = folloe +2[l folloo) = A(T)-0- (0+2] follc) = 0.

—0 —0

Damit ist ¢ stetig.
(b) Fir f, fo € C(T) gilt fiir alle t € T
[D(f)(t) — (o) ()]

[[F) = tf ()] = [fo(t) = tfo(D)]]
[£() = fo)] + It - [£(1) = fo(1)]
1f = follso + D+ If = follss
= (D+1)-[lf = follse
wobei D := max{|t| : t € T'} das betragsméfig maximale Element von 7" ist (dieses ist

endlich, da 7" kompakt und daher beschrankt).
Damit ist ® sogar Lipschitz-stetig mit Konstante D + 1, also auch stetig.

<
<

(c) Seien f, fo € C(T'). Dann gilt fiir alle t € T
F@) = f() = fo) + fo(t) < [f () = fo(D)| + fo(t) < |If = folles + fo(2),

also

max /() < 1f = follo + max fo(0)

bzw.

T?eaTXf(t) - I?GaTXfo(t) < |[[f = folloo-

Anwendung desselben Vorgehens mit vertauschten Rollen fiir f, fy liefert
_ < _ — _
max fol6) — ma S0) < 1o = koo = 1 = foloe
Damit ist gezeigt, dass
[©(f) — 2(fo)| =

Die Abbildung ® ist also Lipschitz-stetig mit Konstante 1, also auch stetig.

max f(t) — max fo(t)| < [/ = folloo-
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Aufgabe A3 (Eine erste schwache Konvergenz, 6 = 3 + 3 Punkte).

Sei T' C R kompakt und konvex (d.h. T' = [a, b]). Wir betrachten im Folgenden den metrischen
Raum (C(T), ]| - ||oo). Fiir Zufallsvariablen X,,, X : Q@ — C(T") wurde in der Vorlesung gezeigt,

dass X, 5 x genau dann, wenn
(A) fiir alle k € N, t1, ...t € T gilt: (Xp(t1), .. Xu(tr)) 2 (X (t1), ..., X (), und
(B) (X,) stochastisch gleichgradig stetig ist.

Wir betrachten nun i.i.d. T-wertige Zufallsvariablen Z;, i € N und den Prozess
1 n
X (t) = \/ﬁ<ﬁ ; \Z; —t| — E|Z) — t|>

(i) Definieren Sie einen geeigneten Gauf-Prozess (X (¢)):er, so dass (A) erfiillt ist, und weisen
Sie (A) nach.
Der multivariate Zentrale Grenzwertsatz in R* darf vorausgesetzt werden.

(ii) Nehmen Sie nun an, dass (B) erfiillt ist, also X, B X gilt. Sei Z, = L3 Z;. Zeigen
Sie, dass in R gilt:

1 & —
ﬁ(ﬁ Z Zi — Zn| — E[|Z1 — tmt:z) 3 N(O,Var(|21 N EZlD)'
i=1

Hinweis: Nutzen Sie Prisenzblatt 2, Aufgabe P2(b).

Losung: Anmerkung: In einer friheren Version war T' nur als kompakt vorausgesetzt. Damit
aber auch garantiert werden kann, dass X,,EZ; € T, wurde zusatzlich T konvex (und damit
T = |a,b]) vorausgesetzt.

(i) Seien k € N, t1,...,t; € T. Da die Z; i.i.d. sind, sind auch die Zufallsvektoren
(12— til, 12— 4l ), i €N

iid.
Auflerdem gilt fiir alle 5 € {1,...,k}: E[|Z1 — t;|*] < 2(E[|Z1]}] + |;]*) < 4D < o0
mit D = max{|t| : ¢ € T} (endlich, da 7" kompakt). Mit dem multivariaten zentralen
Grenzwertsatz folgt
Xn(t1) Lo |Zi — ta] 1%y — ]
—Vn- (= | -E[ : ])BN0s
. va- (= | o . (0,%)
Xn(tr) = AIZ =t | Z1 — i
mit ij = COV(’Zl — tjla ‘Zl — tk|>
Sei nun also X = (X (t))er ein stetiger zentrierter Gaufs-Prozess mit Kovarianzfunktion
v(s,t) = Cov(|Zy — s|,|Z1 — t|). Dann gilt

Xo(th) X(t1)

Xn(tk) X(tk)

das heift, die endlichdimensionalen Verteilungen von X, konvergieren gegen diejenigen
von X. (A) ist gezeigt.



(ii) Laut Prasenzblatt 2, Aufgabe P2(b) ist
O:C(T)xT —-R, O(fz)=f(x)
stetig. Da E|Z;| < D < oo gilt laut dem starken Gesetz der groken Zahlen in R:
7, S EZ,.

Zusammen mit A1(ii) (angewandt mit zwei verschiedenen metrischen Réumen, gleiches
Prinzip):
(X0, Zn) B (X,EZy).

Es folgt mit dem CMT
1 — - D
\/ﬁ<ﬁ S 12—t - B[ 2 - t|}|t:7n> = X,(Zy) = ¥(X,, Zn) 3 ®(X,EZ)) = X(EZ)).
=1

Da X Gauf-Prozess mit Kovarianzfunktion ~(s,t) = Cov(E|Z; — s|,E|Z; — t]):
X(t) ~ N(0,7(£,1)) = N(0, Var(|Z1 — t[)).
Es ist damit
X(EZ,) ~ N(0,Var(|Z, — EZy])).
und die Aussage gezeigt.

Abgabe bis Donnerstag 11:00 Uhr, 11.05.2023, im Zettelkasten 01 im Mathemati-
kon INF205, 1. Etage.
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