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Abgabeblatt 2

Aufgabe A1l (Schwache Konvergenz, 6 = 3 + 3 Punkte).
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, d) ein metrischer Raum ausgestattet mit der
Borelschen Sigma-Algebra B(S). Seien Y, X,,, X : @ — S messbare Abbildungen, und ¢ € S.
Zeigen Sie:
(i) Es gilt
X, B — X, L
Hinweis: Fiir reellwertige Zufallsvariablen ist diese Aussage bereits bekannt. Sie kénnen

das CMT nutzen...

(ii) Versieht man S x S mit der Produkt-Sigma-Algebra und der Produkt-Metrik

d((z1,22), (Y1, 92)) = d(w1,y1) + d(22,92),
so gilt
X, B3X, V,5c = (X.Y.)3 (X0

Hinweis: Reduzieren Sie mittels des Satzes von Slutzky die Aussage zundchst darauf, dass

nur (X, c) A (X, ¢) gezeigt werden muss.

Aufgabe A2 (Stetige Funktionale, 6 = 2 + 2 + 2 Punkte).

Wir betrachten den metrischen Raum (C(T), || - ||s) mit 7" C R kompakt. Zeigen Sie, dass die
folgenden Funktionale stetig sind. Hierbei sei der Bildraum entweder ebenfalls mit || - || oder
mit dem iiblichen Abstand auf R ausgestattet.

(a) ®:C(T) =R, ®(f) = /Tf(t)th

(b) ®:C(T) = C(T), @f) = [9:T—>Rg(t)=f(t)—t f(1)]
() ©:C(T)—=R, &(f) = maxf(t)

teT

Achtung: In (c) ist ® nicht || - ||o-

Aufgabe A3 (Eine erste schwache Konvergenz, 6 = 2 + 2 + 2 Punkte).

Sei T' C R kompakt und konvex (d.h. T' = [a, b]). Wir betrachten im Folgenden den metrischen
Raum (C(T), ] - ||oo). Fiir Zufallsvariablen X,,, X : Q@ — C(T") wurde in der Vorlesung gezeigt,

D
dass X,, = X genau dann, wenn



(A) fiir alle k € N, ty, ..., t, € T gilt: (X, (t1), .., Xo(tx)) A (X (t1),..., X(tg)), und
(B) (X,) stochastisch gleichgradig stetig ist.

Wir betrachten nun i.i.d. T-wertige Zufallsvariablen Z;, i € N und den Prozess
1 n
X, (t) = ﬁ(ﬁ 2 \Z; —t| —E|Z, — t|)

(i) Definieren Sie einen geeigneten Gauk-Prozess (X (t)):cr, so dass (A) erfiillt ist, und weisen
Sie (A) nach.
Der multivariate Zentrale Grenzwertsatz in RF darf vorausgesetzt werden.

(ii) Nehmen Sie nun an, dass (B) erfiillt ist, also X, B X gilt. Sei Z, = LS Z;. Zeigen
Sie, dass in R gilt:

1 & —
ﬁ(ﬁ Z Zi — Zn| — E[|Z1 — t|]’t:7n> 3 N (0, Var(1Z, = EZ])).
=1

Hinweis: Nutzen Sie Prasenzblatt 2, Aufgabe P2(b).

Abgabe bis Donnerstag 11:00 Uhr, 11.05.2023, im Zettelkasten 01 im Mathemati-
kon INF205, 1. Etage.
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