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Abgabeblatt 11

Aufgabe P1 (Anwendungen der Ito-Formel, Teil 1, 6 = 3 + 1 + 2 Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und W = (Wt)t≥0 eine stetige Version der Brown-
schen Bewegung.
In dieser Aufgabe wollen wir der Einfachheit halber annehmen, dass W ∈M2.

(a) Zeigen Sie, dass für λ > 0

Xt = (Wt + t) · e−Wt− 1
2
t, Yt = e−

λ2t
2 cosh(λWt)

Martingale sind, indem Sie die Prozesse zunächst mit der Ito-Formel in Standardform
(x+

∫ t
0
Ksds+

∫ t
0
HsdWs) schreiben.

(b) Berechnen Sie 〈X〉t.

(c) Für die Prozesse

At = Wt +

∫ t

0

Wsds+

∫ t

0

sdWs, Bt =

∫ t

0

s2dWs +
(∫ t

0

W 2
s ds
)2

,

berechnen Sie 〈A,B〉t.

Aufgabe P2 (Anwendungen der Ito-Formel, Teil 2, 6 = 3 + 3 Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und W = (Wt)t≥0 eine stetige Version der Brown-
schen Bewegung.

(a) Gegeben sei die stochastische Differentialgleichung (SDGL)

dXt = −1

2
e−2Xtdt+ e−XtdWt, X0 = 1.

Ermitteln Sie eine explizite Darstellung von Xt, das heißt, lösen Sie die SDGL.
Hinweis: Definieren Sie Yt = eXt und berechnen Sie mittels der Ito-Formel dYt.

(b) Gegeben sei nun die stochastische Differentialgleichung (SDGL)

dXt = µ · dt+ σ ·XtdWt, X0 = µ,

wobei µ ∈ R, σ > 0 Parameter seien. Ermitteln Sie eine explizite Darstellung von Xt, das
heißt, lösen Sie die SDGL.
Hinweis: Definieren Sie Ft := e−σWt+

σ2

2
t und ermitteln Sie eine Darstellung von dFt in

Standardform. Definieren Sie dann Yt = Ft · St und ermitteln Sie eine Darstellung von
dYt in Standardform. Finden Sie damit zunächst eine Lösung für Yt.
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Aufgabe P3 (Anwendung des stochastischen Exponentials, 6 = 2 + 3 + 1 Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum undX = (Xt)t≥0 ein lokales Martingal. Es sei E(X) =
exp(X −X0− 1

2
〈X〉) das stochastische Exponential von X. Es sei 〈X〉 ein deterministischer

Prozess.

(a) Folgern Sie, dass für beliebiges λ ∈ R gilt:

∀t ≥ 0 : E[eλXt ] = e
λ2〈X〉t

2 .

Schließen Sie, dass Xt ∼ N(0, 〈X〉t) für alle t ≥ 0 gilt.
Hinweise: 1) Nutzen Sie Präsenzblatt 11, Aufgabe P3 (Novikov-Bedingung). 2) Die mo-
menterzeugende Funktion bestimmt die Verteilung eindeutig.

(b) Zeigen Sie nun, dass X ein zentrierter Gauß-Prozess ist, indem Sie nachrechnen, dass für
die multivariate momenterzeugende Funktion und für t1 ≤ ... ≤ tn und λ1, ..., λn ∈ R gilt:

Ee
∑n
i=1 λiXti = e

1
2
λTΣλ, λ = (λ1, ..., λn)T

mit Kovarianzmatrix Σ = (〈X〉min(ti,tj))i,j=1,...,n.
Hinweis: Martingaleigenschaft und Induktion.

(c) Folgern Sie die Levy-Charakterisierung der Brownschen Bewegung: Ist X = (Xt)t≥0 ein
stetiges lokales Martingal mit 〈X〉t = t für alle t ≥ 0, so ist X eine Brownsche Bewegung.

Abgabe bis Donnerstag 16:00 Uhr, 13.07.2023, im Zettelkasten 01 im Mathemati-
kon INF205, 1. Etage.
Vorlesungswebseite:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt2-ss23/
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