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Abgabeblatt 10

Aufgabe A1l (Quadratische Variation von Prozessen mit beschrinkter Variation, 2
Punkte).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = (X¢)i>0, Y = (Y;)i>0 zwel stetige stochasti-
sche Prozesse. Y habe beschriankte Variation, das heifst, fiir jedes t > 0,w € Q gilt

n—1

V:‘,(Y) (w) = sup sup Z ’Y;i+l - Y,

neN 0=tp<t;1 <...<tp=t i—0

< 0Q.

X habe einen quadratischen Variationsprozess (X). Zeigen Sie, dass fiir alle ¢t > 0 gilt:
(X +Y) = (X)),
und insbesondere (Y); = 0.

Aufgabe A2 (Nachweis von Ito-Integral-Eigenschaften mittels Definition, 8 = 4 +
4 Punkte).

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und W = (W;);>( eine stetige Version der Brown-
schen Bewegung.
In dieser Aufgabe wollen wir der Einfachheit halber annehmen, dass W € M..

(a) Zeigen Sie, dass gilt:

¢ t
Vt>0: / s-dWy, =tW, — / Wyds  f.s.
0 0

Hinweis: Stellen Sie das stochastische Integral als Limes von stochastischen Integralen
einfacher Funktionen dar, beispielsweise basierend auf der Zerleqgungsfolge t;, = % t (k=

0,....,n) und g,(s) = Z;(l) te - Lt tna)(5). Es gilt Zz;é(tkHWtkH — t W, ) = tW,.

(b) Zeigen Sie, dass fiir eine stetige Funktion g : [0,00) — R gilt:

t t
Vt>0: / g(s)dWy ~ N(O,/ g(s)2d5>.
0 0
Hinweise:

— Nutzen Sie das gleiche Prinzip wie in (a), d.h., stellen Sie das stochastische Integral
als L?-Limes von stochastischen Integralen tiber einfache Funktionen dar.

— Es ist bekannt: Ist Z, eine Folge von Zufallsvariablen mit Z, ~ N(0,02) und gilt
02 — o2, dann gilt auch Z, 2 N(0,0?).
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Aufgabe A3 (Erhaltungseigenschaft des Ito-Integrals, 6 = 2 + 2 + 2 Punkte).

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (W;):>o eine stetige Version der Brownschen
Bewegung mit kanonischer Filtration (F;)¢>0, welche die iiblichen Annahmen erfiillt. Zeigen
Sie:

(a) Der Prozess X = (X});>0 mit X; = fot |Ws|dWs ist ein (F;)i>o-Martingal.
Hinweis: Nutzen Sie, dass stochastische Integrale in My liegen, wenn der Integrator in
My liegt und der Integrand im zugehorigen L*.

(b) Der Prozess Y = (Y};)i>0 mit Y; = fot eV AW, ist ein lokales Martingal.
Hinweis: Nutzen Sie, dass stochastische Martingale in M liegen, wenn der Integrator in
M liegt und der Integrand im zugehdrigen P*.

(¢) Der Prozess Z = (Z;)i>o mit Z; = fOt(Ws + 5)d(Y; + s) ist ein Semimartingal.

Aufgabe A4 (Anwendung der Ito-Formel, 2 Punkte).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (W};);>0 eine stetige Version der Brownsche Be-
wegung. Zeigen Sie mit Hilfe der eindimensionalen Ito-Formel, dass

/ W2dW, = %Wf — / W.ds

Fiir A > 0 sei X, = e*"t. Zeigen Sie, dass

_ t
/ Xoaw, = =t A / X,ds.
X2 )

Abgabe bis Donnerstag 16:00 Uhr, 06.07.2023, im Zettelkasten 01 im Mathemati-
kon INF205, 1. Etage.
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