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Abgabeblatt 1

Aufgabe A1l (Brownsche Bewegung, 4 = 2 4 2 Punkte).

Es sei (Wi)ie(o,00) €ine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).

(a) Fiir ¢t > 0 definiere

Zeigen Sie mit Hilfe der Definition der Brownschen Bewegung, dass (X;)ic[o,00) Wieder eine
Brownsche Bewegung ist.

(b) Sei a € [0,00). Fiir ¢t > 0 definiere
Y;f = Wt+a - Wa

Zeigen Sie mit Hilfe der Charakterisierung von Brownschen Bewegungen als Gauk-Prozess,
dass (Y%):c[0,00) Wieder eine Brownsche Bewegung ist.

Aufgabe A2 (Eigenschaften von Brownschen Bewegungen, 4 = 1 + 2 + 1 Punkte).

Sei (W})te(0,00) €ine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Nehmen
Sie an, dass t — W, stetig ist (ohne P-f.s.). Definiere

A = {w € Q: Auf allen Intervallen [a, b] mit a,b € R ist ¢ — W;(w) nicht monoton wachsend}.
(a) Zeigen Sie, dass A = A’ mit
A" ={w € Q : Auf allen Intervallen [a,b] mit a,b € Q ist ¢ — W} nicht monoton wachsend}
(b) Betrachten Sie fiir festes a,b € R und n € N:
Maypyn ={weQ: W,(w) < Wa+bfTa(w) < WGHFTa(w) <. < Wa+nbfTa(w) = Wy(w)}.

Berechnen Sie P(M,;,,,) und zeigen Sie P(M,p,,) — 0 (n — 00).

(c) Setzen Sie A" in Bezichung mit M, ,, und folgern Sie P(A) = 1.

Aufgabe A3 (Die Ridume der stetigen Funktionen, 6 = 2 4+ 4 Punkte).

Fiir k£ > 0 sei der Raum C[0, k] = {f : [0, k] — R stetig} ausgestattet mit der Supremumsnorm
| flloo == sup,epou | f(@)]. Es ist bekannt, dass (C[0,k], | - ||lo) vollstindig ist.



e Zeigen Sie, dass (C[0, k], || - ||«) separabel ist.
Hinweis: Konstruieren Sie eine abzdhlbar dichte Teilmenge, zum Beispiel wie folgt: Fiir
neN, q,....qn € Q sei frg. a4 € Cl0, k] die lineare Interpolation der Punkte (%k,ql-)
firi=0,...,n. Fir beliebiges f € C[0, k] und € > 0 nutzen Sie, dass [ gleichmdfig stetig
ist und finden Sie fogo...qn M| f = Frgonanlloo < €.

e Definiere nun auf C[0,00) = {f : [0,00) — R stetig} die Norm

1£lloo := Y min{27*, sup [f(2)[}.
k=1

z€[0,k]

("gleichméfige Konvergenz auf Kompakta’).
Zeigen Sie, dass (C[0,00), || - |loc) polnisch ist.

Aufgabe A4 (Schwache Konvergenz, 2 Punkte).

Es sei (C[0,1],] - ||so) der Raum der stetigen Funktionen mit der Supremumsnorm. Es seien
fn, f €C[0,1] (n € N) mit f,, — f gleichméfig. Es sei

1, feA

65+ B(C[0,1) — [0,1], 5f<A):{o A

das Dirac-Mafs zu f. Zeigen Sie mit der Definition der schwachen Konvergenz, dass

D .
6, = 05 in (C[0,1], ] - [[oo)-

Abgabe bis Donnerstag 11:00 Uhr, 04.05.2023, im Zettelkasten 01 im Mathemati-
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