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Aufgabe 17 (Anwendung der Rechenregeln für den bedingten Erwartungswert).
Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und X, Y : Ω → R Zufallsvariablen. Es gelte
E[X2],E[Y 2] < ∞.

(a) Zeigen Sie: Kov(X,E[Y |X]) = Kov(X, Y ).

(b) Es gelte nun E[X|Y ] = Y und E[Y |X] = X. Zeigen Sie: X = Y P-f.s.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst E[Y 2] = E[XY ] = E[X2] und betrachten Sie dann E[(X−Y )2].

(c) (i) Seien X, Y, Z
iid∼ U [0, 1]. Berechnen Sie

E[4X sin(Y ) + 5Z2 − 3eXY + sin(XZ)|Y, Z].

Hinweis: Nutzen Sie auch A34(c).

(ii) Es gelte Z −X,X
iid∼ N(0, 1). Berechnen Sie E[exp(Z)|X].

Hinweis: Nutzen Sie Z = (Z − X) + X. Für W ∼ N(0, σ2) gilt E exp(W ) =
exp(−σ2/2).

(d) Es seien X1, ..., Xn : Ω → R i.i.d. Zufallsvariablen mit E|X1| < ∞. und Mn :=
∏n

i=1Xi.
Ermitteln Sie E[Mn|X1] und E[Mn|Mn−1] in Termen von EX1 und den bedingten Zufalls-
variablen.

Aufgabe 18 (Komplexe Bedingte Erwartungswerte).
Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und X, Y : Ω → R Zufallsvariablen.

(a) Seien X+, X− der Positiv- und Negativteil von X. Es gelte E|X| < ∞. Zeigen Sie:

(i) Es gilt E[X−|X+] = −E[XI{X≤0}]

P(X≤0)
I{X+=0}.

Hinweis: Nutzen Sie Prop. 4.11. Zeigen Sie die Gleichheit der Integrale auf dem
Erzeugendensystem E = (X+)−1({[0, a] : a ≥ 0}) von F = (X+)−1(BR).

(ii) Ermitteln Sie E[X|X+].

(b) Seien X, Y i.i.d. mit Dichte f bzgl. des Lebesguemaßes λ auf R. Es gelte E|X| < ∞.
Zeigen Sie:

(i) Es gilt E[X|max{X, Y }] = 1
2
E[min{X, Y }|max{X, Y }] + 1

2
max{X, Y }.

Hinweis: Nutzen Sie, dass x+ y = max{x, y}+min{x, y}.
(ii) Seien nun U = min{X, Y }, V = max{X, Y }. Zeigen Sie, dass (jeweils λ2- bzw.

λ-f.s.):

fU,V (u, v) :=
dP(U,V )

dλ2
(u, v) = 2f(u)f(v)I{u≤v}, fV (v) :=

dPV

dλ
(v) = 2F (v)f(v).
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(iii) Zeigen Sie, dass E[X|V ] =
E[XI{X≤v}]|v=V

2F (V )
+ 1

2
V .

(iv) Sei nun X1 ∼ U [0, 1]. Ermitteln Sie E[X|max{X, Y }].

Abgabe: Keine Abgabe. Dieses Übungsblatt wird (teilweise) in den Übungen besprochen.

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt1-ss22/index.html
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