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Aufgabe 9 (Beispiele für Dichten und Absolutstetigkeit).
Es sei (Ω,A) ein Messraum und P1,P2 Wahrscheinlichkeitsmaße auf (Ω,A).

(a) Es sei (Ω,A) = (R,BR). Seien a1, a2 ∈ (0,∞). Für i = 1, 2 seien Pi = U [0, ai] die
Gleichverteilungen mit Dichten

fi(x) =
1

ai
I[0,ai](x)

bzgl. des Lebesgue-Maßes λ auf (R,BR).

(i) Unter welchen Bedingungen gilt P1 ≪ P2?
(ii) Geben Sie im Falle von P1 ≪ P2 zwei verschiedene Dichten dP1

dP2
an, die aber P2-f.s.

gleich sind.

(b) Es sei (Ω,A) = (N0,P(N0)). Es seien λ1, λ2 ∈ (0,∞). Für i = 1, 2 seien Pi = Poi(λi)
Poissonverteilungen mit Dichten

fi(x) =
λx
i

x!
e−λi

bzgl. des Zählmaßes µZ auf (Ω,A).

(i) Unter welchen Bedingungen gilt P1 ≪ P2?
(ii) Geben Sie im Falle von P1 ≪ P2 eine Dichte dP1

dP2
an.

Aufgabe 10 (σ-endliche Maße besitzen äquivalentes endliches Maß).
Sei (Ω,A) ein Messraum und µ ein σ-endliches Maß auf (Ω,A). In dieser Aufgabe zeigen wir,
dass ein zu µ äquivalentes endliches Maß ν auf (Ω,A) existiert (hierbei heißen zwei Maße µ, ν
äquivalent, wenn ν ≪ µ und µ ≪ ν gilt).
Sei (En)n∈N eine disjunkte Zerlegung von Ω mit µ(En) < ∞ für n ∈ N, und definiere

ν(A) :=
∑
n∈N

2−n · µ(En ∩ A)

µ(En) + 1
.

(a) Zeigen Sie, dass ν ein endliches Maß auf (Ω,A) ist.

(b) Zeigen Sie, dass ν ≪ µ und µ ≪ ν.

(c) Ermitteln Sie dν
dµ

und dµ
dν

.

Abgabe: Keine Abgabe. Dieses Übungsblatt wird (teilweise) in den Übungen besprochen.

Homepage der Vorlesung:
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