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Aufgabe 5 (Nachweis von Messbarkeitsregeln).
Sei (Ω,A) ein Messraum und X,Xn : Ω → R, n ∈ N messbare numerische Funktionen.

(a) Zeigen Sie: supn∈N Xn ist eine messbare numerische Funktion.
Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass E = {[−∞, a] : a ∈ R} erfüllt: A(E) = BR.

(b) Sei
τ : Ω → R, τ(ω) := sup{i ∈ N : Xi(ω) > 0}, sup ∅ := 0.

der letzte Zeitpunkt, bei welchem Xi positiv ist. Zeigen Sie, dass τ eine messbare nume-
rische Funktion ist.
Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass E2 = {[a,∞] : a ∈ R} erfüllt: A(E2) = BR.

(c) Für alle c ∈ R gelte X−1({c}) = {ω ∈ Ω : X(ω) = c} ∈ A. Zeigen Sie durch ein Gegen-
beispiel, dass X keine messbare numerische Funktion sein muss.
Hinweis: Sie dürfen ohne weitere Konstruktion annehmen, dass es eine Menge C ∈
P(R)\BR ̸= ∅ gibt.

Aufgabe 6 (Messbarkeit kombinierter Abbildungen).
Sei (Ω,A) ein Messraum und f,X, Y : Ω → R messbare numerische Funktionen, A ∈ A. Zeigen
Sie:

(a) Z := (X, Y ) : Ω → R2 ist eine 2-dimensionale messbare numerische Funktion.
Hinweis: E = {[−∞, a1]× [−∞, a2] : a1, a2 ∈ R} erfüllt A(E) = BR2.

(b) Die Abbildung

Z : Ω → R, Z(ω) :=

{
X(ω), ω ∈ A,

Y (ω), ω ∈ Ac

ist eine messbare numerische Funktion.

(c) Für (Ω,A) = (R,BR) ist

f : R → R, f(x) :=

{
x, x > 0,

−x, x ≤ 0

eine messbare numerische Funktion.

Abgabe: Keine Abgabe. Dieses Übungsblatt wird (teilweise) in den Übungen besprochen.
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