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Aufgabe 33 (Bedingte Erwartungswerte I, 3 = 1 + 1 + 1).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y : Ω → R zwei Zufallsvariablen, die gemein-
sam stetig verteilt seien mit Wahrscheinlichkeitsdichte

fX,Y (x, y) = I{0≤x≤y} · exp(−y) =

{
exp(−y), 0 ≤ x ≤ y

0, sonst

bzgl. λ2 auf (R2,BR2). Bestimmen Sie für x, y ∈ R:

(a) die bedingten Dichten fX|Y=y(x) und fY |X=y(x),

(b) die bedingten Erwartungswerte E[X|Y = y] und E[Y |X = x],

(c) E[X|Y ] und E[Y |X].

Aufgabe 34 (Bedingte Erwartungswerte II, 5 = 1 + 1 + 1 + 1 +1).
Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F ⊂ A eine σ-Algebra über Ω. Seien X, Y :
Ω → R Zufallsvariablen. Zeigen Sie (alle Aussagen sind wie üblich bei bedingten Erwartungs-
werten P-f.s. zu verstehen):

(a) Triviale bedingte Erwartungswerte: E[1|F ] = 1 und E[X|{∅,Ω}] = EX.

(b) Messbarkeitsregel: X F -messbar ⇒ E[XY |F ] = X · E[Y |F ].

(c) Linearität des bed. Erwartungswerts: Für a ∈ R gilt: E[aX + Y |F ] = aE[X|F ] +E[Y |F ].

(d) Monotonie des bed. Erwartungswerts: X ≥ 0 f.s. ⇒ E[X|F ] ≥ 0.

Seien nun (Xi,Bi) Messräume und Xi : Ω → Xi (i = 1, 2) unabhängige messbare Abbildungen.
Sei g : X1 ×X2 → R B1 ⊗ B2 − BR messbar.

(e) Es gelte E
[
E
[
|g(X1, y)|

]∣∣
y=X2

]
< ∞. Zeigen Sie E|g(X1, X2)| < ∞ und

E[g(X1, X2)|X2] = E[g(X1, y)]
∣∣
y=X2

.
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Aufgabe 35 (Bedingte Erwartungswerte III, 4 = 1 + 1 + 2).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y, Z : Ω → R Zufallsvariablen. Weiter sei
F ⊂ A eine weitere σ-Algebra über Ω.

(a) Projektionseigeschaft des bedingten Erwartungswerts: Sei E[X2],E[Y 2] < ∞. Sei weiter
Y F -messbar. Zeigen Sie:

E[(X − Y )2] = E[(X − E[X|F ])2] + E[(Y − E[X|F ])2].

(b) (i) Seien X, Y, Z
iid∼ N(0, 1). Berechnen Sie E[(X − Z)2 −XY Z + eXZ |X, Y ].

(ii) Es gelte Z −X,X
iid∼ N(0, 1). Berechnen Sie E[Z2|X].

(c) Es seien nun X1, ..., Xn : Ω → R i.i.d. Zufallsvariablen mit E|X1| < ∞ und Sn :=∑n
i=1Xi. Ermitteln Sie die folgenden Ausdrücke in Termen von EX1 und den bedingten

Zufallsvariablen.

(i) E[Sn|X1] und E[Sn|Sn−1],

(ii) E[X1|Sn] und E[Sn−1|Sn].

Aufgabe 36 (Bedingte Erwartungswerte IV, 4 = 2 + 2).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Ω → R eine Zufallsvariable.

(a) Sei X ≥ 0 und t ∈ R, t > 0. Definiere Y := min{X, t}. Zeigen Sie, dass

E[X|Y ] =

{
Y, Y < t,
E[XI{X≥t}]

P(X≥t)
, Y = t

.

(b) X sei stetig bzgl. des Lebesgue-Maßes λ auf (R,BR) mit Dichte f . Sei Z := X2. Zeigen
Sie:

(i) E[X|Z] =
√
ZE[I{X>0}|Z]−

√
ZE[I{X<0}|Z].

(ii) Es gilt λ-f.s.

fZ(z) :=
dPZ

dλ
(z) =

f(
√
z) + f(−

√
z)

2
√
z

.

(iii) E[I{X>0}|Z] = f(
√
Z)

f(
√
Z)+f(−

√
Z)

.

(iv) Geben Sie E[X|Z] an.

Abgabe: In Zweiergruppen, bis spätestens Freitag, den 24. Juni 2022, 9:00 Uhr per Moodle.

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt1-ss22/index.html
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