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Aufgabe 29 (Folgerungen des SGGZ, 4 = 1+1+1+1 Punkte).
Es sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Xi : Ω → R, i ∈ N i.i.d. Zufallsvariablen.

(a) Sei Mn =
∏n

i=1 Xi. Zeigen Sie: Ist E| log(X1)| < ∞ und E log(X1) ∈ (−∞, 0), so gilt
Mn → 0 f.s.

(b) Es gelte E[X2
1 ] < ∞. Es bezeichne σ̂2

n := 1
n

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 (wobei Xn := 1
n

∑n
i=1Xi) die

empirische Varianz. Zeigen Sie: σ̂2
n → Var(X1) f.s.

(c) Seien Yi : Ω → R, i ∈ N weitere i.i.d. Zufallsvariablen, so dass (Xi)i∈N unabhängig von
(Yi)i∈N ist. Weiter gelte X1, Y1 ∼ U [0, 1]. Sei A ⊂ B[0,1]2 . Zeigen Sie, dass

1

n

n∑
i=1

IA(Xi, Yi) → λ2(A) f.s.

(d) Ermitteln Sie

lim
n→∞

∫ 1

0

...

∫ 1

0︸ ︷︷ ︸
n Integrale

x2
1 + ...+ x2

n

x1 + ...+ xn

dx1...dxn.

Aufgabe 30 (Anwednung des SGGZ, 4 = 2 +1+1 Punkte).
Wir betrachten im Folgenden den Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) = ([0, 1),B[0,1), λ). Eine
Zahl ω = 0.ω1ω2ω3... ∈ [0, 1) heißt einfach normal, falls für jede Ziffer a ∈ {0, ..., 9} gilt:

lim
n→∞

#{k ∈ {1, ..., n} : ωk = a}
n

=
1

10
,

d.h. in der Dezimaldarstellung kommt sie mit Häufigkeit 1
10

vor. Sei A := {ω ∈ Ω : ω einfach normal} ∈
B[0,1). Für k ∈ N definieren wir die Zufallsvariablen Xk : Ω → R, Xk(ω) := ωk (k-te Dezimal-
stelle nach dem Komma).

(a) Zeigen Sie, dass für n ∈ N, a1, ..., an ∈ {0, ..., 9} gilt: P(X1 = a1, ..., Xn = an) =
1

10n
.

1



(b) Folgern Sie: (Xk)k∈N ist i.i.d. und geben Sie die Verteilung von X1 an.
Hinweis: Es genügt zu zeigen, dass für n ∈ N die Familie (Xk)k=1,...,n unabhängig ist.

(c) Folgern Sie mit dem starken GGZ: λ(A) = 1.

Aufgabe 31 (Alternatives SGGZ, 4 = 1+1+1+1 Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Xi : Ω → R, i ∈ N unabhängige Zufallsvariablen
mit EXn = 0 und

∞∑
n=1

E[X2
n]

n2
< ∞.

Sei Sk :=
∑k

i=1Xi. In dieser Aufgabe zeigen wir ein starkes GGZ Sk

k
→ 0 f.s.

(a) Definiere Un := maxi=1,...,2n |Si|. Zeigen Sie: lim supk→∞
|Sk|
k

≤ lim supn→∞
Un

2n−1 .

(b) Zeigen Sie Un

2n
→ 0 f.s.

(c) Folgern Sie: Sk

k
→ 0 f.s.

(d) Sei nun Xn ∼ U [−nα, nα], wobei α ∈ (0, 1
2
). Zeigen Sie, dass 1

n

∑n
i=1Xi → 0 f.s.

Abgabe: In Zweiergruppen, bis spätestens Freitag, den 17. Juni 2022, 9:00 Uhr per Moodle.

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/wt1-ss22/index.html
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