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Aufgabe 37 (Martingale I, 4 =1 + 1 + 1 + 1 Punkte).
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F;, ),en eine Filtration auf (€2,.4). Zeigen Sie:

(a) Sind (X,)nen und (Yy)nen (Fn)nen-Martingale und a,b € R, so ist auch (aX,, + bY},)nen
ein (F,)nen-Martingal.

(b) Falls (X,,)nen €in Submartingal bzgl. (F,)nen ist, ¢ : R — R eine (messbare) konvexe
nicht-fallende Funktion, so ist (¢(X,))nen ein Submartingal bzgl. (F,)nen. Setzen Sie
dabei E|o(X,)| < oo fiir alle n € N voraus.

(c) Es sei (X,)nen ein (Fp)nen-Martingal mit der Eigenschaft E[X?] < oo fiir alle n € N.
Setze Xy := 0. Zeigen Sie, dass die Differenzen D,, := X,, — X,,_; erfiillen: Var(X,) =
> ey Var(Dy).

(d) Seien S, T (Fy)nen-Stoppzeiten. Zeigen Sie, dass dann auch S AT := min{S, T} (F,)nen-
Stoppzeiten sind.

Aufgabe 38 (Martingale II, 4 = 1 + 1 + 2 Punkte).

Anna und Bob wetten um das Ergebnis von Miinzwiirfen. Anna bekommt 1 Euro von Bob,
wenn 'Kopt’ geworfen wird, und verliert 1 Euro an Bob, wenn "Zahl’ geworfen wird. Das Spiel
endet, wenn Anna oder Bob kein Geld mehr hat. Anna startet mit ¢ Euro und Bob mit b Euro
(a,b € N). Die Miinze zeige mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) "Kopf’.

Sei (g;)ien eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
mit P(e; = 1) = p =1 —P(e; = —1). Dann kann das Guthaben von Anna nach dem n-ten
Miinzwurf (n € Ny) geschrieben werden als:

S, = a—i—iei, Sy == a.
i=1

Sei F,, :=0(ex : k < n) (n € Ny). Gegeben sei weiter die (F,,)nen,-Stoppzeit 7 := inf{n € N :
S, € {0,a + b}}, die angibt, wann das Spiel endet. Zeigen Sie:



(a) ET < o0.
Hinweis: Definieren Sie Blicke By, := (€(a4b)(n—1)41; ---» E(atb)n) und 0 :==inf{n e N: B,, =
(1,...,1)} und folgern Sie T < (a+b)0. Was ist die Verteilung von 07

(b) Sei p # 3. Zeigen Sie, dass (W,)nen, mit W, := (lp%p)S” ein Martingal bzgl. (F;,)nen, ist.

(c¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Anna gewinnt, wenn das Spiel beendet wird.
Hinweis: Wenden Sie das Optional Sampling Theorem (iii) auf (W,) und 7 an. Nutzen
Sie, dass S; € {0,a + b}.

Aufgabe 39 (Martingale IT1I, 4 + 2* =14+ 14+ 1 + 1 + 1* + 1* (Bonus-)Punkte).

Sei (Q2,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢; :  — R, i € N eine Folge von i.i.d. Zufalls-
variablen mit P(e; = 1) = p =1 —P(e; = —1), wobei p € (3,1). Sei S, := Y1, &, Sp := 0.
Eine Filtration (F,,)nen, sei gegeben durch F,, := o(ex : k < n). Fiir b € Z sei

7, ;= inf{n € Ny : S,, = b}.
Zeigen Sie:
(a) (Mp)nen, mit M, := S, — (2p — 1)n ist ein (F,)nen,-Martingal.
(b) 7 ist eine (Fy,)nen,-Stoppzeit.
Sei nun b > 0. Zeigen Sie:

(c) Fiir alle m € N gilt: E[n, Am] < Tbl'

Hinweis: Wenden Sie das Optional—Samplmg Theorem auf M, und 7, A m an.

(d) ETb = 91 b .
p—1
Hinweis: Wenden Sie erneut das Optional Sampling Theorem an, dieses Mal aber auf M,
und 1,. Um E1, < 00 zu zeigen, verwenden Sie (c¢) und monotone Konvergenz.

Sei nun b < 0 und (W),),en, das Martingal aus A38(b). Zeigen Sie:
(e) Sp, — oo fs.

(£) P(n, < 00) = ().
Hinweis: Nutzen Sie (e) und nutzen und begrinden Sie die folgende Gleichung fiir m € N,

vgl. P39(b):

1= lim E[Winn] = E[ im Winns,] = E[ lim Wi, Lin<oo)] + ELim Wi, Lir=o)].

m—00 m—00 mM— 00

Aufgabe 40 (Martingale IV, 4 =1 4+ 1 + 1 4+ 1 Punkte).

Eine Urne enthalte zum Zeitpunkt n = 0 genau eine rote und eine schwarze Kugel. Zu jedem
Zeitpunkt n € N wird eine Kugel gezogen, die gezogene Kugel in die Urne zuriickgelegt und
eine weitere Kugel derselben Farbe hinzugefiigt. Sei R,, die Anzahl der roten Kugeln nach dem
n-ten Mal Ziehen (und Zuriicklegen) und M,, = nR& der Anteil der roten Kugeln in der Urne.
Sei weiter Xy = ]I{Die in der n-ten Runde gezogene Kugel ist rot} und Fn = U(Mk 1k < 7’L) Zeigen Sie:




(a) Fur n € Ny gilt:

n+2 1
n+l — M, + ——
M R
sowie |M,| < 1. Ermitteln Sie P(X,,;; = 1|F,) in Termen von M,,.

XTL+17

(b) (M, )nen, ist ein Martingal bzgl. der Filtration (F,,),en,-

(c) Essei 7 :=inf{n € N: X,, = 0} die Nummer der Spielrunde, bei welcher das erste Mal

eine schwarze Kugel gezogen wird. Zeigen Sie, dass fiir n € N gilt: P(7 > n) = —.
(d) Zeigen Sie, dass E[-55] = 3.
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