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Aufgabensammlung komplett - mit Losungen

1 Aufgaben

Aufgabe 1.

Seien ), X nichtleere Mengen und [ eine beliebige Indexmenge.

(a) Seien A;, i € I, o-Algebren iiber ). Zeigen Sie, dass (,.; A; wieder eine o-Algebra iiber
Q ist.

(b) Seien A;, Ay zwei o-Algebren iiber 2. Geben Sie durch explizite Wahl von 2, 4, A, ein
Gegenbeispiel an, dass A; U Ay im Allgemeinen keine o-Algebra mehr ist.

(c) Sei A eine o-Algebra iiber 2 und f: X — Q eine Abbildung. Zeigen Sie, dass
FHA) ={fT(A) : Ac 4}

eine o-Algebra (die so genannte Urbild-o-Algebra unter f) iiber X ist.
Hinweis: Sie kénnen ohne Beweis nutzen, dass fiir A, A; C Q (i € I) gilt: f~1(A°) =
FTHAY F 7 Uier Ai) = User £ (A,

Aufgabe 2.
Sei (2 eine nichtleere Menge.

(a) Ermitteln Sie jeweils A() in den folgenden Beispielen, indem Sie alle Elemente von A(E)
explizit angeben (dann ist kein weiterer Nachweis erforderlich) oder eine allgemeine Form
ermitteln, die alle Elemente charakterisiert.

e 0=1{1,2,3,4,5} und € = {{1,2},{1,2,3,4}}.
e = (0,4 C Rund & = {(0,3],(1,4]}.
e Q=Nund & ={{1,...,k} : k € N}.
(b) Zeigen Sie, dass
A={ACQ: A abzihlbar oder A° abzahlbar}

eine o-Algebra iiber 2 ist.

Hinweis: Mit ’abzdhlbar’ meinen wir ’hochstens abzdhlbar’, d.h. auch endliche Mengen
sind abzdhlbar. Sie diirfen nutzen, dass die abzihlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen
wieder abzdahlbar ist.

Aufgabe 3.
Sei Bg die Borelsche o-Algebra iiber R, d.h. Bg := A(€p) mit 5 := {U C R : U offen}.
(a) Zeigen Sie zunéchst, dass
Br = A(E), E={(a,b) :a,beR}.

Hinweis fiir ‘C’: Sei U C R offen. Dann existiert zu jedem x € U ein r, > 0 mit
(x — ryyx + 1) C U. Argumentieren Sie mit der Dichtheit von Q in R um ¢, € Q,
sy € Q zu finden mit x € (qu — Sz, qe + Sz) C U. Nutzen Sie dann die Darstellung
U= UmgU(Qm — Sz, qz + Sm)-



(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass gilt: Bg = A(&;), i = 1,2, 3, wobei
o & ={(a,b] :a,beR},
o & = {(—o00,b]: bR},
o & ={(—00,q]: q € Q}.
Hinweis: Nutzen Sie folgende Regel fir Mengensysteme £, C P(Q): Gilt £ C A(E’), so folgt
bereits A(E) C A(E).

Aufgabe 4.
Seien 2, Q' nichtleere Mengen und A, A" o-Algebren {iber §2 bzw. (V.

(a) Sei f:Q — Q eine Abbildung und & C P (). Zeigen Sie, dass dann gilt:

(Notation wie in Aufgabe 1(c)). Hinweise:

o 'C’: Zeigen Sie: 1) f7HE) C fTHA(E)) und 2) f~HA(E)) ist eine o-Algebra.

e D’ Definieren Sie C := {C € A(E) : f~1(C) € A(f~1(&))}. Zeigen Sie 1) € C C
und 2) C ist o-Algebra.

(b) Sei Br die Borelsche o-Algebra iiber R. Sei ¢ € R. Definiere
Bg +c:={B+c:Be¢€bBr}, wobei B+c:={b+c:bec B}

(Verschiebung aller Mengen in der Borelschen o-Algebra um c). Zeigen Sie, dass Bg +c¢ =
Bg.
Hinweis: Verwenden Sie (a). Finden Sie dazu ein geeignetes [ mit Bg +c = f~(Bg).

Aufgabe 5.
Seien 2, X nichtleere Mengen.

(a) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel: Im Allgemeinen ist der Schnitt zweier Semialgebren
auf €2 nicht notwendig wieder eine Semialgebra.
Bemerkung: Deswegen gibt es im Allgemeinen keine von einem Mengensystem erzeugte
Semialgebra.

(b) Essei f: X — Q eine Abbildung und C eine o-Algebra iiber X'. Zeigen Sie, dass
A={ACQ:f 1A ecC}
eine o-Algebra (die so genannte Bild-o-Algebra) iiber (2 ist.

(c) Sei T C 2 und A eine o-Algebra iiber 2. Zeigen Sie, dass Ay := {ANT : A € A} (die so
genannte Spur-o-Algebra) eine o-Algebra iiber T ist.

Aufgabe 6.
Zu Bestimmen ist je nach Aufgabe die erzeugte Algebra oder o-Algebra.

(a) Essei Q ={1,2,3,4}. Bestimmen Sie A({Bj, Bs}) tiber 2 im Falle



® Bl = {1,2} und BQ = {2, 3},
L4 Bl = {1,2,3} und B2 = {2,3}

(b) Sein e N, n>2und Q= {1,2,..,n}. Sei £ = {A C Q:|A| = 2}. Ermitteln Sie A(E).
(c) Sei 2 =Nund £ ={{n,n+ 1} : n € N}. Ermitteln Sie G(E).

Aufgabe 7.

Sei Bg die Borelsche o-Algebra tiber R, d.h. Bg := A(Ep) mit € := {U C R : U offen}. Aus
Ubungsblatt 1, A3 ist aukerdem bekannt, dass

Br = A(E), E=A{(a,b) : a,b € R}.
(a) Zeigen Sie, dass gilt: Bg = A(&;), i = 1,2, 3, wobei
o & ={[a,b] :a,be R},

o &={l0,]]:a,b€Q},
o & ={A CR: Aist kompakt}.
Hinweis: Nutzen Sie folgende Regel fir Mengensysteme £,E" C P(Q): Gilt € C A(E’), so folgt
bereits A(E) C A(E).
Aufgabe 8.
Sei € eine nichtleere Menge, £ C P(2) und A = A(E).

(a) Sei Bg die Borelsche o-Algebra iiber R. Sei ¢ € R, ¢ > 0. Definiere
c-Br:={c-B:Be¢€Br}, wobei c¢-B:={c-b:be B}.
Zeigen Sie, dass Bg = ¢ - Bg.
Hinweise: Nutzen Sie die Darstellung Bg = A(E) mit € = {(a,b) : a,b € R}.

o 'C’: Zeigen Sie: 1) E C ¢ Bg und 2) ¢ - By ist eine o-Algebra iber R.
e O’ Definieren Sie C := {B € Bg : ¢- B € Br}. Zeigen Sie 1) £ C C und 2) C ist
o-Algebra tiber R.
(b) Zeigen Sie: Gilt A(E) = P(Q2), so existiert fiir beliebige w,w € Q@ mit w # W ein E € £
Hinweis: Nutzen Sie einen Beweis durch Widerspruch. Definieren Sie fir w,0 € Q mit
w # @ das Mengensystem B = {A € A(f) : w,w € A oder w,& € A°}. Zeigen Sie dann:
1) € C B, 2) B ist eine o-Algebra. Folgern Sie B = P(Q) und finden Sie den Widerspruch.

Aufgabe 9.
Sei p ein Mak auf (€2, 4), wobei A eine o-Algebra tiber € ist. Zeigen Sie:

(a) Monotonie: Fir A,B € Agilt: A C B = u(A) < u(B).
(b) o-Subadditivitat: TIst (A,)nen C A, so gilt:
7 (U An> <> (A
neN neN
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(c¢) Auf die Voraussetzung p1(A;) < oo bei der Stetigkeit von oben kann nicht verzichtet wer-
den: Geben Sie ein Beispiel fiir (€2, .A) und (A, )nen C A mit A, |, so dass p((),cn An) 7

lim,, 00 1t(Ay).
Hinweis: Sie konnen zum Beispiel (2, A) = (N, P(N)) und u(A) = |A| wdhlen.

Aufgabe 10.
Es bezeichne Bg die Borelsche o-Algebra auf R. Es sei i ein Maf auf (R, Bg) mit der Eigenschaft
Va,b € R, a < b: p((a,b]) < co. Weiterhin sei u translationvariant, d.h.

VAeBg, ceR: pu(A+c)=pu(A). A+c:={a+c:a€ A}

Zeigen Sie:

(a) Fir alle ¢ € Q,q > 0 gilt 1((0,q]) = ¢ - p((0,1]).
Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir ¢ = ™ mit m,n € N gilt: n - p((0,]) = p((0,m]) =
m - p((0,1]).

(b) Fiir alle a,b € R mit a < b gilt: u((a,b]) = (b —a) - p((0,1]).
Hinweis: Nutzen Sie u((a,b]) = p((0,b—a]) und die Stetigkeit des Mafles von oben, indem
Sie (b—a) € R durch eine Folge rationaler Zahlen approzimieren.

(c) Es existiert eine Konstante ¢, > 0, so dass u = ¢, - A auf (R, Bg), wobei A das Lebesgue-
Maf auf (R, Br) bezeichnet. Geben Sie ¢, in Termen von p an.
Hinweis: Maffortsetzungssatz 1.21(a). Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass A —

¢y - MA) ein Maf auf (R, Bg) ist.

Aufgabe 11.
Diese Aufgabe beschéftigt sich mit Satz 1.21 (Maffortsetzungssatz - Eindeutigkeit) der Vorle-
sung.

(a) Sei Q@ = {a,b,c,d} und € = {A,C} mit A = {a,b} und C = {b,c}. Zeigen Sie A(E) =
P(2) und dass zwei nicht-identische Wahrscheinlichkeitsmafse p; auf (€2, P(Q2)) existieren
mit

pi(E) = po(F) furalle F € &.

Warum ist Satz 1.21 hier nicht anwendbar?
Hinweis: Man kann zum Beispiel py(A) = 1|A| definieren. Hierbei bezeichnet |A| die
Anzahl der Elemente von A.

(b) Sei nun Q@ = Z, E, = (—oo,n] NZ fir alle n € Z und € = {E,, : n € Z}. Zeigen Sie
A(E) = P(Q2) und dass zwei nicht-identische o-endliche Mafe u; auf (2, P(€2)) existieren
mit

pi(E) = po(F) furalle F € £.
Woran scheitert hier die Anwendbarkeit von Satz 1.217
Hinweis: Man kann zum Beispiel ui(A) = |A| definieren.

Aufgabe 12.
Eine Verteilungsfunktion auf R ist eine Funktion F': R — R mit den folgenden Eigenschaften:

(1) F ist monoton nicht fallend, (2) F' ist rechtsseitig stetig, (3) lim F(z) =0, lim F(z) = 1.
T—r—00 T—00

Fiir ein W-Maf o definiere F, : R — R durch
F,(z) := p((—o0,z]) fiir alle z € R.
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(a)

Zeigen Sie: F), ist eine Verteilungsfunktion.

Hinweis: Wenn Sie (1) gezeigt haben, diirfen Sie bei den in (2),(3) auftretenden Folgen
Monotonie annehmen. Um z.B. lim, o, F(x) = 1 zu zeigen, muss also nur fir monoton
wachsende Folgen (x,)neny mit x, T 0o gezeigt werden, dass F(x,) — 1.

Es bezeichne pup das eindeutig bestimmte Lebesgue-Stieltjes-Maf zu einer Verteilungs-
funktion F'. Zeigen Sie, dass fiir jedes W-Maf p auf (R, Bg) und jede Verteilungsfunktion
F gilt:

WEy =t Fupn =F
Bemerkung: Das bedeutet, die Abbildungen pn+— F,, und F' — pp sind zueinander invers

und definieren eine Bijekton zwischen der Menge der Verteilungfunktionen und der Menge
der W-Mafle auf (R, Bg).

Gegeben seien die Lebesgue-Stieltjes-W-Make pp, i = 1,2 zu Fi(z) = ffoo e YIy>0ydy,
Fy(z) = 332, 27}, o) (). Berechnen Sie

IuFi([375])7 NFi({1>3})7 1=1,2.

Aufgabe 13.
Sei A eine o-Algebra iiber €. Sei p ein Mak auf (2,.4). Zeigen Sie:

(a)

Fir A,B € Amit u(AN B) < oo gilt u(B\A) = u(B) — u(AN B).
Bemerkung: Achtung! Es gilt also im Allgemeinen nicht p(B\A) = u(B) — u(A).

(b) Zeigen Sie die Modularitit: Fir A, B € A gilt:

WA U B) + (AN B) = p(A) + u(B).

(c) Zeigen Sie die Stetigkeit von unten: Ist (A, )neny C A mit A, T, so gilt

u( U An> = lim p(A,).

n—oo
neN

Aufgabe 14.

Es sei F': R — R monoton nicht fallend und rechtsseitig stetig. Es bezeichne ur das Lebesgue-
Stieltjes-Maf auf (R, Bg).

(a) Erginzung zu Prop. 1.26: Seien a,b € R. Zeigen Sie:

pr(la, b)) = F(b) —lim F(z),  pr({a}) = F(a) = lim F(z).

zta zta

Hinweis: Stetigkeit des Mafles von oben.

(b) Es sei A das Lebesgue-Maf und pz das Zahlmaf auf (R, Bg). Berechne

A0, 1]U(2,3]),  A((1,2)), A((=00,0]),  A({0}), A(Q), A0, TNQ).

und
wz({1,2,3}), pz({n € N:n gerade}).



(c) Es bezeichne pp, i = 1,2 das Lebesgue-Stieltjes-Maf zu Fi(z) = ffoo y—lz]l{yzl}dy und

Fy(z) = >"32, kI o0) (). Berechnen Sie fiir i = 1,2,

pr (2,31, ws((2,5]).

Aufgabe 15.

Sei bezeichne A das Lebesguemafs auf (R, Bg). Zeigen Sie: A ist translationsinvariant, d.h. fiir
alle c € R, B € By gilt:

A B) = \(B +¢), B+c:={b+c:be B}.

Aufgabe 16.
Sei 2 # () und A eine o-Algebra iiber .

(a) Sei &€ C P(R) ein N-stabiles Erzeugendensystem von A. Seien p,r endliche Mafe auf

(Q,A). Es gelte p < v auf £. Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass nicht ;1 < v auf A
folgen muss.

(b) Sei nun (©,4) = (N,P(N)) und € = {{k,k + 1} : k € N}. Zeigen Sie A(E) = P(N).

Finden Sie zwei o-endliche Mafe iy, o auf (©,.4) mit py(F) = po(F) fir alle E € &,
aber 11 # po. Welche Voraussetzung von 1.21(a),(b) ist verletzt?

Aufgabe 17.

Sei (2, A) ein Messraum und X, : Q — R, r € R messbare numerische Funktionen. Zeigen Sie:

(a)

(b)

inf,en X, 0 Q — R ist eine messbare numerische Funktion (ohne Verwendung von P11(a)).
Hinweis: Nutzen Sie, dass € = {[a, 0] : a € R} erfiillt: A(E) = Bg.

Die Ersteintrittszeit 75 : Q@ — R in ein B € Bg gegeben durch
g :=inf{n € N: X,, € B}, wobei wir setzen: inf () := oo,

ist eine messbare numerische Funktion. -
Hinweis: Nutzen Sie, dass & = {[—00,a] : a € R} erfillt: A(E;) = Bg.

inf,cr X, : Q — R ist im Allgemeinen keine messbare numerische Funktion.
Hinweis: Konstruieren Sie ein Gegenbeispiel wie folgt: Sei C' € P(R)\Bg # () und wdhlen
Sie (2, A) = (R, Br). Definieren Sie firr € C: X, = =y und firr ¢ C: X, = 0.

Ist fiir alle w € Q die Abbildung r — X, (w) stetig, so ist inf,cg X, : @ — R eine messbare
numerische Funktion.

Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe der Folgenstetigkeit, dass inf,cg X, = inf,cq X, (aufR kann
eine Metrik definiert werden, welche die in der Vorlesung definierte Topologie liefert, so
dass ein Folgenstetigkeitsargument maoglich ist).

Aufgabe 18.
Seien (€2, A), (X,B) Messrdume und X : Q2 — & eine Abbildung. Fiir ein A € A bezeichne

X|A2

A — X, w+— X(w) die Einschriankung von X auf A und Aj4 := ANA={CNA:C e A}

die Spur-o-Algebra von A iiber A.



(a) Sei (A;i)ien C A eine hochstens abzéhlbare Folge disjunkter Mengen mit
Zeigen Sie, dass dann gilt:

X: Q=X (A B)messbhar < VieN:X|y : A - X (A|a, B)-messbar.
Hinweis: Nutzen Sie (X|4,)"'(B) = X~Y(B) N A;.

Es seien nun (2,d) und (X, p) metrische Rdume. Die Borelsche o-Algebra auf Q ist definiert
durch Bg := A({A C Q: A offen in (22,d)}).

Sei A C Q. Mit der eingeschrankten Metrik d|4x4 wird A wieder zu einem metrischen Raum,
wobei die offenen Mengen durch {B N A : B offen in (€2, d)} gegeben sind.

(b) Zeigen Sie:

1€N

Ba = Bgla.

Hinweis: Die linke Seite ist die Borelsche o-Algebra tiber A, die rechte Seite die Spur-o-
Algebra von Bg. Nutzen Sie Blatt 1, A4(a).

(c) Die Einschrankung X|4 : A — X sei stetig. Zeigen Sie: X |4 ist (Bg|a, Bx)-messbar.
Hinweis: Die Urbilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen sind wieder offene Men-
gen.

Aufgabe 19.
In dieser Aufgabe betrachten wir Abbildungen f, g, h : R — R. Definiere

sin(z71), x#0, 1, v=4,keN,
xTr) = s €T) =
/(@) {O, z =0. 9(@) {O, sonst.
(a) Zeigen Sie, dass f (Bg, Br)-messbar ist, indem Sie jeweils einmal

(i) die Folge f, : R = R, fu(x) = sin(z~")I;_ 1+ 1 () nutzen.

Hinweis: Wie hingen f,, f zusammen? Welche analytische Eigenschaft hat f, ¢
(ii) und einmal Aufgabe 10(a),(c) nutzen.

(b) Zeigen Sie, dass g (Bg, Bg)-messbar ist, indem Sie ¢ als Limes primitiver Funktionen
darstellen.

(c) Sei h tiberall differenzierbar. Zeigen Sie, dass die Ableitung A’ : R — R (Bg, Bg)-messbar
ist.

Aufgabe 20.

In dieser Aufgabe berechnen wir ein Mafintegral [ fd\ auf dem Messraum (R, Br) ausgestattet
mit dem Lebesgue-Mafs X mit Hilfe der Definition.
Sei eine Br — Br-messbare Funktion gegeben durch

[TR=>R,  f(z)=1-|z
(a) Ermitteln Sie Positiv- und Negativteil f*, f~.

(b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass f,” : R — R mit
n2™ .

j—1
fi)=>" o Lt @< T @20
j=1

primitive Funktionen mit f;F 1 f* sind. Geben Sie fiir jedes n € N,n > 2 die Abbildung
fainder Form f7(x) = 377, y;la; (z) mit expliziten y; € R, A; € Bg an.
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(c) Ermitteln Sie [ f;7d\ mit Hilfe der Definition des Mafintegrals.
(d) Ermitteln Sie [ f*dX und geben Sie (ohne detaillierte Rechnung fir f~) den Wert [ fdX

aln.

Aufgabe 21.
Sei (2, A) ein Messraum und X, X,, : © — R, n € N messbare numerische Funktionen.

(a) Zeigen Sie: sup,,cy X, ist eine messbare numerische Funktion.
Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass € = {[—o00,a] : a € R} erfillt: A(E) = Bg.

(b) Sei
7:Q =R, 7(w):=sup{ieN: X;(w) > 0}, sup @ := 0.

der letzte Zeitpunkt, bei welchem X; positiv ist. Zeigen Sie, dass 7 eine messbare nume-
rische Funktion ist.
Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass £ = {[a, 0] : a € R} erfillt: A(E2) = Byg.

(c) Fiir alle ¢ € R gelte X~ '({c}) = {w € Q: X(w) = ¢} € A. Zeigen Sie durch ein Gegen-
beispiel, dass X keine messbare numerische Funktion sein muss.
Hinweis: Sie diirfen ohne weitere Konstruktion annehmen, dass es eine Menge C' €

PR)\Bz # 0 gibt.

Aufgabe 22.

Sei (2, A) ein Messraum und f, X, Y : Q — R messbare numerische Funktionen, A € A. Zeigen
Sie:

(a) Z:=(X,Y):Q— R’ ist eine 2-dimensionale messbare numerische Funktion.
Hinweis: € = {[—00, a1] X [-00,ag] : a1,az; € R} erfiillt A(E) = Bee.

(b) Die Abbildung

— X(w), weA,
Z:Q =R, Z(w)::{y(w; e AC

ist eine messbare numerische Funktion.

(c) Fir (Q,A4) = (R, Bg) ist

eine messbare numerische Funktion.

Aufgabe 23.
Seien f,g,h: R — R Abbildungen mit

— %’ 'T#O’ _ SL’Q, LEGQ,
f(x)_{o, z=0." g(x)_{o, r€R\Q

(a) Zeigen Sie, dass f (Bg, Bgr)-messbar ist, indem Sie einmal



1 > 1

(i) die Folge f, : R — R, fu(x) := x; [} = "7, n € N, nutzen,
n‘x, || <5

Hinweis: Wie hdangen f,, f zusammen? Welche analytische Eigenschaft hat f, ¢

(ii) und einmal Blatt 3, Aufgabe A10(a),(c) nutzen.

(b) Zeigen Sie, dass g (Bg,Br)-messbar ist, indem Sie ¢ als Limes primitiver Funktionen
darstellen.

(c) Die Funktion g : Rx[0,1] — R, (s, ) — g(s, x) sei fiir alle z € [0, 1] stetig in s. Auferdem
sei g fiir alle s € R Riemann-integrierbar in z. Zeigen Sie, dass h(s) := fol g(s,z) dx
(Bg, Bg)-messbar ist.

Hinweis: Riemann-Integrierbarkeit bedeutet, dass das Integral als Grenzwert beliebiger
Riemannscher Zwischensummen geschrieben werden kann.

Aufgabe 24.

In dieser Aufgabe berechnen wir ein MafSintegral [ fdX\ auf dem Messraum (R, Bg) ausgestattet
mit dem Lebesque-Mafs \ ausschliefSlich mittels der Definition.
Sei eine Br — Bgr-messbare Funktion gegeben durch

0, z>1,
FTR=R, flr)=<22 x€]0,1),
x, <0

(a) Ermitteln Sie Positiv- und Negativteil f*, f~.

(b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass f,” : R — R mit
n2™ .

7—1
fa () = Z 2—nﬂ{f2;n1§f+(x)<2%} + 1l @)=n
j=1

primitive Funktionen mit f;F 1 f* sind. Geben Sie fiir jedes n € N,n > 2 die Abbildung
fainder Form f7(x) = 37, y;la; (z) mit expliziten y; € R, A; € Bg an.

(¢) Berechnen Sie [ f,FdX\ mit der Definition des Mafintegrals und (b).
Hinweis: Yop_ k* = LN(N +1)(2N + 1) fir N € N.

(d) Ermitteln Sie [ f*dX und geben Sie (ohne detaillierte Rechnung fir f~) den Wert [ fdA

all.

Aufgabe 25.

Sei (2, A, p) ein Mafraum, (X, B) ein Messraum und X :  — X eine (A, B)-messbare Abbil-
dung. Sei

pX B —[0,00], p*(B):=u(X (B))
das von X induzierte MaR pu~ auf (X, B).

(a) Sei weiter h: X — R messbar numerisch und o die Komposition. Zeigen Sie: Es gilt

/(hoX) du:/hdﬂx,

falls eines der beiden Integrale existiert.

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage mittels mafstheoretischer Induktion. Verwenden Sie im
ersten Schritt, dass fiir B € B gilt: Ip o X = [x-1(p).
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(b) Sei X : Q — R messbar numerisch mit p({X > 0}) > 0. Zeigen Sie:

/ X dp > 0.
{X>0}

Hinweis: Definieren Sie A, = {w € Q: X(w) > ~}. Zeigen Sie, dass ein N € N eistiert
mit p(Ayn) > 0 und zeigen Sie f{X>0} X du > su(Ap).

Aufgabe 26.
Sei (92, A, 1) ein Makraum. Sei U C R offen. Sei f : U x 2 — R eine Abbildung mit
(1) Fiir jedes z € U ist f(x,-) : Q@ — R p-integrierbar.

(2) Fir p-fast alle w € Q existiert die Ableitung a% f(w) : U — R, und es gibt eine u-
integrierbare Abbildung g : Q — R, sodass Vz € U,w € Q : |Z f(z,w)| < g(w).

Zeigen Sie: Fiir alle xg € U ist  — [ f(z,w) dp(w) differenzierbar in o mit

/fxo, da(w / 9 f,w) dpa(w)
fxothn, w) f(zo,w)

Hinweis: Fiir eine beliebige reelle Folge h,, — 0, schreiben Sie 2 5= f (w0, w) = lim,,_,o0 ,
nutzen Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung und den Satz von der dominierten Kon—
vergenz.

Aufgabe 27.
Es sei A das Lebesgue-Maf auf (R, Bg). Weiterhin sei f,, : R — R, n € N messbare Abbildungen.

(a) Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz

(i) lim {sin(z) dA(z), (i) !LILDZ ( )

n—oo [0771_]

Hinweis: Sie diirfen fir (ii) ohne Beweis annehmen, dass Zzozl(%)‘/% < 0.

(b) Sei fn(x) = n-e7"*-Ijgy(x). Zeigen Sie, dass eine (Bg, Br)-messbare Abbildung f : R — R
existiert mit f,, — f A-f.s., und zeigen Sie lim,, o [ f, dX # [lim, o fr dA. Geben Sie
an, welche Voraussetzung vom Satz der dominierten Konvergenz verletzt ist.

(c) Sei fu(z) = w - Tjo,n (). Uberpriifen Sie, welche der Ungleichungen

lim inf/fn d\ > /lim inf f,, dA, lim sup/fn d\ < /lim sup f, dA.
n—00 n—oo n—00 n—00
erfiillt sind. Geben Sie im Falle der Ungiiltigkeit an, welche Voraussetzung des Lemmas

von Fatou verletzt sind.

Aufgabe 28.
Sei (2, A, 1) ein Makraum und f,, f : 2 — R (A, Bg)-messbare Abbildungen (n € N).

(a) Fiir alle n € N sei f, p-integrierbar mit [ f,, dp = 1. AuRerdem gelte lim,, o f,, = f
u-fast tiberall.
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(i) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel: Dann muss f nicht bereits p-integrierbar sein.
Hinweis: Sie konnen z.B. (, A, u) = (R,Bgr,\) wihlen und sich von f,(z) =
sin(x)ljo,(2n—1)x) (x) inspirieren lassen.

(ii) Zeigen Sie: Falls alle f,, nichtnegativ sind, so ist f p-integrierbar.

(b) Zeigen Sie: Ist f p-integrierbar und (A, )nen C A eine Folge mit lim,, o u(A,) = 0, dann
gilt bereits

lim fdu=0.
n— oo An

Hinweis: Zeigen sie zundchst, dass mit By = {w € Q : |f(w)| < N} gilt: | [, f du| <
N - u(A,) + [1f] ~Ipe, du. Fiihren Sie nun nacheinander lim, o, limy o aus. P16(a).

Aufgabe 29.

Seien (€2, A) ein Messraum und (i, )nen eine Folge von Mafen auf diesem Raum, sowie (¢, )nen C
[0, 0] eine Folge positiver reeller Zahlen. Dann ist

i A 0,00 p(A) =3 e pa(4)

neN
ein Maf auf (2, .A).
(a) Zeigen Sie mittels maftheoretischer Induktion, dass fiir eine messbare numerische Funk-

tion f: Q — R gilt
/fdﬂzzcn’/fdﬂna

neN

falls alle Ausdriicke auf der rechten Seite existieren und wohldefiniert sind.

(b) Es sei X : Q — R messbar numerisch mit X > 0 f.s. Zeigen Sie:

/Xdu:O = X=0 fs.

Aufgabe 30.
Sei (2, A, 1) ein Makraum. Sei U C R offen. Die Abbildung f: U x Q — R erfiille

(1) Fir jedes z € U ist f(z,-): Q@ — R p-integrierbar.

(2) Fir p-fast allew € Qist f(-,w) : U — R stetig, und es gibt eine p-integrierbare Abbildung
g:Q — R, sodass |f(z,w)| < g(w) fiir alle x € U,w € Q.

Zeigen Sie: fiir jedes z € U ist x — [ f(z,w) dp(w) in z stetig.
Hinweis: Nutzen Sie den Satz von der dominierten Konvergenz.

Aufgabe 31.
Es bezeichne A\ das Lebesgue-Mak auf (R, Bg).

(a) Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von der dominierten/monotonen Konvergenz

() lim Ve dA(z), (17) lim 3 G

n—00 3 — k2) "
— [1,00] 1+nz ATl Pt (2 )\)( )
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(b) Sei fiir n € N eine Funktion gegeben durch f, : R — R, f,(z) = %]I[Om] (x). Zeigen Sie,
dass lim,,_, f frn dX # f lim,, .o f, dX. Warum ist das kein Widerspruch zum Satz von
der monotonen bzw. zum Satz von der dominierten Konvergenz?

(c) Sei fiir n € N eine Funktion gegeben durch f, : R — R, f,(z) = n]I[Og](x).Uberprﬁfen
Sie, welche der Ungleichungen !

lim inf/fn d\ > /lim inf f,, dA, lim sup/fn d\ < /lim sup f, dA.
n—0o n—oo n—00 n—00

erfiillt sind. Geben Sie im Falle der Ungiiltigkeit an, welche Voraussetzung des Lemmas
von Fatou verletzt sind.

Aufgabe 32.
Sei (2, A, i) ein Mafraum und f,, f : 2 — R messbar numerische Funktionen (n € N).

(a) Sei f p-integrierbar. Zeigen Sie;

n—oo

lim /Ifl Igfizny dp = 0.

(b) Seien f, > 0. Zeigen Sie:

[ fan=3" [ fau

n=1 n=1

Folgern Sie: Ist (an x)nenken C [0, 00] eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen, so gilt stets

ZkeN ZnEN Qnk = ZnEN ZkeN Qn, k-

Aufgabe 33.

Es sei (€2, A) ein Messraum und p, v, vy, vy o-endliche Mafse auf (€2, A). Es gelte v, vy, vy < p.
Zeigen Sie:

(a) Es gilt vy + 1o < p und

din+vs) _dn |, dv

—f.s.
du dpu — dp a >
(b) Falls auch u < v, so gilt
Z—/Ij = (Z—:)_l v —f.s. und p — f.s.

Sei nun P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q2,.4) und X : @ — R (A, Bg)-messbar mit E|X| <
00. Sei F C A eine o-Algebra.

(c) Zeigen Sie, dass eine (F, Bg)-messbare Abbildung Z : Q@ — R existiert mit

VE e F: /XdIP’:/ZdIP.
F F

Hinweis: Zerlegen Sie X = X — X~. Aus der Vorlesung 1.60 ist bekannt, dass u*(F) =
fF X* dP Mafle auf (Q, F) sind. Wenden Sie den Satz von Radon-Nikodym an.
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Aufgabe 34.
Es sei (€2, .A) ein Messraum und Py, P, Wahrscheinlichkeitsmafe auf (€2, .A).

(a) Essei (2, 4) = (R, Bg).
e P, besitze die Dichte fi(x) = eI o0)(x) bzgl. des Lebesgue-Mafkes A,

e [P, besitze die Dichte fy(x) = \/%76*“2/2 bzgl. A.

Gilt hier P; < Py bzw. Py <« IP;? Berechnen Sie %.
Hinweis: Nutzen Sie Ergebnisse von Aufgabe 17 fiir die Berechung der Dichte.

(b) Es sei (2, 4) = (No, P(Ng)). Es seien p € (0,1) und m;,my € N = {1,2,3,...}. Fiir
i = 1,2 seien P; = Bin(m;, p) Binomialverteilungen mit Dichten

filx) = (ﬂ;> prA=p)" " Lo, my (@)

bzgl. des Zahlmakes uz(A) = |A| auf (2, A).

(i) Unter welchen Bedingungen an my, msy gilt P; < Py?

(ii) Geben Sie im Falle von P; < Py zwei verschiedene Dichten 41 an, die aber Py-f.s.

dP
gleich sind. ’

Aufgabe 35.

Es sei 2 = R eine iiberabziahlbare Menge. Unter "abzahlbar" wollen wir im Folgenden "hochs-
tens abzéhlbar" verstehen. Bekanntermafen ist A := {A C R : A oder A° abzéhlbar} eine
o-Algebra iiber 2. Auf (€2, A) definieren wir Mafe durch

0, falls A abzahlbar,

A=A A) =
w(A) | Al v(A) {1’ falls A¢ abzahlbar.

(a) Zeigen Sie, dass v < p.

(b) Zeigen Sie, dass es keine Dichte f von v bzgl. v gibt.
Hinweis: Nehmen Sie an, es gdibe solch ein f, und nutzen Sie die Definition einer Dichte
mit den Mengen A = {x}, z € Q.

(¢) Warum widersprechen die Resultate (a),(b) nicht dem Satz von Radon-Nikodym? Finden
Sie die nicht erfiillte Voraussetzung und weisen Sie nach, dass diese nicht erfiillt ist.

Aufgabe 36.
Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : ©Q — R eine Zufallsvariable, d.h. eine
(A, Bg)-messbare Abbildung.

(a) Sei X ~ U[0,1], d.h. PX besitze die Dichte f(z) = Ijp1j(z) bzgl. des Lebesguemakes auf
(]R7 B]R)

(i) Berechnen Sie EX und Ee*.

(ii) Welche Ungleichung der Vorlesung liefert exp(EX) < EeX? Priifen Sie nach, dass
die Ungleichung hier erfiillt ist.
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(b) Sei X ~ Bin(1,p) mit p € (0,1), d.h. PX besitze die Dichte f(z) = (1—p)Lioy () +pliy ()
bzgl. des Zahlmafes pz auf (R, Bg).

(i) Zeigen Sie (ohne die Verteilung von X zu nutzen) mit Hilfe der Hélder-Ungleichung,
dass fiir alle ¢ € R, ¢ > 1 gilt: E|X| < E[|X]9]'/9.
(ii) Berechnen Sie E|X| und E[|X]9"/? und priifen Sie nach, dass hier E|X| < E[|X|]"/9
erfiillt ist.
Aufgabe 37.
Es sei (€2, .A) ein Messraum und g, v, p o-endliche Mafe auf (2, .A).

(a) Zeigen Sie: Z—Z =1 p-fs.

(b) Essei p < v und v < p. Zeigen Sie, dass p < p und
dp dp dv

= —  u-fs.
dp  dv dup poLs

(c) Zeigen Sie, dass v < u + v. Berechnen Sie ﬁ in Termen von f := g—z.

Aufgabe 38.
Es sei (2, A) ein Messraum und Py, P, Wahrscheinlichkeitsmafe auf (€2,.4).

(a) Es sei (Q,4) = (R,Bg). Seien aj,as € (0,00). Fiir ¢ = 1,2 seien P; = UJ0,q,] die
Gleichverteilungen mit Dichten

1
file) = —To.ay(2)
bzgl. des Lebesgue-Makes A auf (R, Bg).

(i) Unter welchen Bedingungen gilt P; < Py7
(ii) Geben Sie im Falle von P; < Py zwei verschiedene Dichten % an, die aber Po-f.s.
gleich sind.

(b) Es sei (2,4) = (Ng, P(Np)). Es seien A\, Ay € (0,00). Fiir i = 1,2 seien P; = Poi(\;)

Poissonverteilungen mit Dichten
AT
filx) = 1€ A
bzgl. des Zahlmafkes pz auf (€,.A).

(i) Unter welchen Bedingungen gilt P; < Py7

(ii) Geben Sie im Falle von P; < Py eine Dichte % an.

Aufgabe 39.

Sei (€2, A) ein Messraum und g ein o-endliches Maf auf (€2,.4). In dieser Aufgabe zeigen wir,
dass ein zu p dquivalentes endliches Mak v auf (€2, A) existiert (hierbei heiften zwei Make pu, v
aquivalent, wenn v < p und p < v gilt).

Sei (E,)nen eine disjunkte Zerlegung von Q mit u(E,) < oo fir n € N, und definiere

o _n.u(EnﬂA)
v(A) =) 2 AR

neN
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(a) Zeigen Sie, dass v ein endliches Maf auf (€2, A) ist.
(b) Zeigen Sie, dass v < pund p < v.

(c¢) Ermitteln Sie Z—Z und Z—’If.

Aufgabe 40.

Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R eine Zufallsvariable, d.h. eine
(A, Bg)-messbare Abbildung.

(a) P¥ besitze die Dichte f(z) = 311 9)(x) bzgl. des ZéhlmaRes puz auf (R, Bg).

(i) Berechnen Sie EX und Elog(X).

(ii) Welche Ungleichung der Vorlesung liefert Elog(X) < log(EX)? Priifen Sie nach,
dass die Ungleichung hier erfiillt ist.

(b) Sei X ~ UJ0,1], d.h. P* besitze die Dichte f(x) = Ijp(z) bzgl. des Lebesguemafes auf
(R, Bg).
(i) Berechnen Sie E[X?] und E[|X3].
(ii) Welche Ungleichung der Vorlesung liefert E[X?]'/2 < E[|X|?]'/3? Priifen Sie nach,
dass die Ungleichung hier erfiillt ist.

Aufgabe 41.
Sei f: R — R B(R) — B(R)-messbar mit [ |f(z)|?d\(z) < oo und

Vn € Ny : /f(:z:)x”e_xQ/Qd)\(x) = 0.

Zeigen Sie, dass dann bereits f = 0 A-f.s. gilt. Gehen Sie dazu wie folgt vor:
(a) Zeigen Sie zunéchst fiir a € C, dass

an/ e f(@)dA(x )_/eaxff(x)dA(x). (+)

Zeigen Sie insbesondere zunéchst, dass die Integranden auf beiden Seiten A-integrierbar
sind.
Hinweis: Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Satz von Fubini.

(b) Folgern Sie aus der Voraussetzung und (a), dass die Fourier-Transformierte von g(z) =
e /2 f(x) konstant Null ist.
Hinweis: Verwenden Sie a = ti, t € R.

Aufgabe 42.

Ziel der Aufgabe ist es, anhand von Gegenbeispielen zu zeigen, dass die Voraussetzungen im
Satz von Fubini wirklich notwendig sind.

(a) Wir betrachten die Mafrdume (21, Ay, p1) und (€, Ay, p2), wobei Q) = Qy = N, A; =

Ay = P(N) gelte und sowohl y; als auch py das Zéhlmak auf (N, P(N)) bezeichnen.
Weiterhin sei die messbare Funktion f: (€ x 9, .4; ® A2) — (R, Bg) gegeben durch

1, falls wy = wo
flw,we) i =< =1, fallsw; =wy +1
0, sonst.
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(b) Sei nun (2, A1, 1) = ((0,1), Bo,1y, A) sowie (Qq, Az, 2) = ((0,1),P((0,1)), it). Dabei
bezeichne A das Lebesgue-Mak auf (0,1) und p das Zéhlmak p(A) = |A[. Ferner sei die
messbare Funktion f : (€ x Q, A1 ® A3) — (R, By) definiert durch f(w;,ws) 1= L, —wny-

Berechnen Sie in beiden Fillen [, <f92 foor d,u2> dp sowie [, <fQI foos d/“) dpup und zeigen
Sie, welche Voraussetzungen des Satzes von Fubini verletzt sind.

Aufgabe 43.

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X : (£2,.4) — (R, Bg) eine Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion F(z) :=P(X < z) = P*((—o0, z]).

(a) Sei X > 0. Zeigen Sie, dass fiir alle o > 0 gilt:
E[X*] = a/ w11 — F(z)) dA(x).
(0,00)

Hierbei bezeichnet A\ das Lebesgue-Mak auf (R, Bg).
(b) Sei F stetig. Zeigen Sie: [ F(x)dF(z) = 3. Machen Sie das einmal

(i) unter Nutzung des Satzes von Fubini.
Hinweis: Leiten Sie die Gleichung [ F(x)dF(z) = [(1— F(y))dF(y) her.

(ii) indem Sie (ohne Beweis) die Regel FI(X) ~ UJ[0,1] nutzen (dies ist die so genannte
Probability integral transform).
Hinweis: Nutzen Sie Satz 1.67 (Transformationsformel) einmal fir X und einmal

fir F(X).

Aufgabe 44.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : (©,4) — (R, Bg) unabhéngige Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktionen Fy(x) := P(X < x), Fy(y) :=P(Y <vy).

(a) Zeigen Sie, dass X + Y die folgende Verteilungsfunktion besitzt:
Fx+y(2) = / Fx(z — y) dFy<y)
R

Sei u ein o-endliches Maf auf (R, Bg) und PX < p mit Dichte fx. Es gelte
VB€Br: uB+y)=uB) P —fs.

(b) Zeigen Sie mittels maftheoretischer Induktion, dass fiir nichtnegative messbare numeri-
sche Funktionen h : R — R gilt:

/h(x)d,u(x) = /h(x —y)du(z) PY —fs.
(c) Zeigen Sie mit Hilfe von (b), dass PX™Y <y mit Dichte

Frav(z) = / fx(z —y) dFv(y).
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(d) Seien nun X ~ Poi(Ax), Y ~ Poi(\y). Berechnen Sie die Verteilung von X + Y.
Hinweis: Nutzen Sie (¢). Es gilt PX < gz (uz Zihlmaf auf (R, Bg)) mit Dichte fx(z) =
A% —Ax]
~te N ().

Aufgabe 45.
Sei (€2, .A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Sei Q = {a,b,c,d}, A =P(Q). Seien P und Zufallsvariablen X,Y,Z : Q@ — R definiert
durch folgende Tabelle:

wHabcd
Pwh 5 §& 3 3
Xw) [1 1 2 2
Yw) [1 2 1 2
Zw) |1 3 3 1

(i) Ermitteln Sie die von XY, Z erzeugten o-Algebren o(X),o(Y),0(Z).
(ii) Ermitteln Sie jeweils, ob X, Y bzw. X, Z bzw. Y, Z unabhéngig sind.

(b) Seien X7, X5, X3 : @ — R gemeinsam unabhingige Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass
sin(X7), X3 — X, unabhéngig sind.

(c) Die Zufallsvariablen X,Y : Q — R seien gemeinsam stetig verteilt, d.h. P5Y) < A2 .=
A ® A mit Dichte fxy. Bestimmen Sie in den folgenden beiden Fallen jeweils die Rand-
dichten fx, fy und entscheiden Sie, ob X,Y unabhéngig sind.

(l) fX,Y(x7 y) = H[O,I]Q(I7 y)u
(11) fX,Y(x7 y) = 2H{0§x§y§1}-

Aufgabe 46.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y : Q — R zwei stetig verteilte Zufallsvaria-
blen. Es sei PYY) <« A2 := A ® \ auf R? mit Dichte

c-ay, 0<z<y<2,

fX,Y<x7y) = c-zy - Ljo<a<y<oy = {0’ sonst

(a) Bestimmen Sie ¢ > 0, so dass fx.y tatsichlich eine Dichte von P(**Y) ist.
(b) Berechnen Sie die Randdichten fx und fy von X bzw. Y (jeweils bzgl. A auf R).

)
)
(c) Berechnen Sie P(2X >Y).
(d) Bestimmen Sie E[X - Y].
)

(e) Sind X, Y stochastisch unabhéngig?

Aufgabe 47.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Es bezeichne A das Lebesgue-Maf auf (R, Bg). Sei
X : (Q,A) — (R, Br) eine integrierbare Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'(z) := P(X <
z) = P¥((—00,2]).

17



(a) Sei zunéchst X > 0. Zeigen Sie:
E[X] = / (1— F(z)) dA(x) = / P(X > z) d\(z).
(0,00) (0,00)
(b) Nun darf X auch negative Werte annehmen. Zeigen Sie:
E[X] = / (1—F(z)) d\(z) — / F(z) d\(x).
(0,00) (—00,0]
Aufgabe 48.
Es sei M C R kompakt. Fiir 6 > 0 sei

={2€Z:[62,6(z+1))NM #0}.

Hierbei stellt M eine Uberdeckung von K mit Strecken der Linge § auf dem Gitter {6z : z € Z}
dar. Zeigen Sie, dass
lim (3| M5]) = A(M).

Mit anderen Worten: Je feiner das Gitter, desto genauer approximiert 0 - |M;| das Lebesgue-Maf
von M.

Aufgabe 49.
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : (Q,A4) — (R Br) unabhéngige Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktionen Fy(z) :=P(X < z), Fy(y) :=P(Y <y). Es gelte Y > 0.

(a) Zeigen Sie, dass X - Y die folgende Verteilungsfunktion besitzt:
Fer(a) = [ Fe() aRv(w)
R Y

Es sei PX¥ < X (A das LebesguemaR) mit Dichte fx auf (R, Bg).

(b) Zeigen Sie mit Hilfe maftheoretischer Induktion, dass fiir jede nichtnegative messbare
numerische Funktion A : R — R gilt:

Wy >0 /h@;) d\(z) = /ih(g) d\(z).

Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass AN(yB) = yA(B) firy > 0.

(b) Zeigen Sie, dass PXY < X\ mit Dichte
1 z
frr(@) = [ 1) aRv(w).
RY Y

Aufgabe 50.
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(a) Sei Q = {a,b,c,d}, A="P(2) und P(A) := |A| . Seien Zufallsvariablen XY, 7 : Q@ — R
definiert durch folgende Tabelle:
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w H a b ¢ d
Xw)y|1 2 2 1
Yw)|[2 3 3 2
Zw) 1 2 1 2

(i) Ermitteln Sie die von XY, Z erzeugten o-Algebren o(X),o(Y),0(Z).
(ii) Ermitteln Sie jeweils, ob X, Y bzw. X, Z bzw. Y, Z unabhéngig sind.
(iii) Sind XY, Z gemeinsam unabhéngig?

(b) Seien Xi, X3, X3 : 2 — R gemeinsam unabhéngige Zufallsvariablen.

(i) Begriinden Sie, dass die Zufallsvariablen max{Xi, Xs}, I;x,<0; unabhéngig sind.

(ii) Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass X; — X5, X;+ X5 im Allgemeinen nicht
unabhéngig sein miissen.

Aufgabe 51.

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) := ([0, 1), B,1), A), wobei A das Lebesgue-
Mafs bezeichnet. Seien X, : @ — R, n € N Folgen von Zufallsvariablen, die jeweils wie unten
gegeben sind. Untersuchen Sie X, auf stochastische Konvergenz, fast sichere Konvergenz, Kon-
vergenz im r-ten Mittel (alle 7 > 1). Geben Sie im Falle der Konvergenz den Limes an.

(a) Xp(w)=+n- ]I[o,%)(w%
(b) Xa(w) = (~1)" T 1 (),

(¢) Xy =1 Wi k), wobei m(n) = |logy(n)| (Abrunden), k(n) = n — 2™™ und

e

ka(l‘) = ]I[ +1), k= O, ’2m — 1.

m

K
m

V]

Hinweis fir die fast sichere Konvergenz: Fir x € [0,1) gibt es zu jedem m € N ein
k(m) € {0,...,2™ — 1} mit x € [, ). Betrachten Sie Xpm) mit n(m) := 2™ + k(m).

27717 2771

Aufgabe 52.
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,,, X : Q — R, n € N, Zufallsvariablen.

(a) Es gelte X, % X und lim SUP,, o0 E[| X7 |7 < o0 fiir ein g > 0. Zeigen Sie fiir 0 < r < ¢:
(i) E[lX]7] < oo,
Hinweis: Proposition 3.6 und Lemma von Fatou.

(i) Fir alle e > 0 ist E[|X,, — X|"] < E[|X,, — X|‘1]”/‘IIP’(]Xn - X| > E)q% + e,
Hinweis: Fiigen Sie in den Erwartungswert 1 = Ijx,_x|>e) + Ijjx,—x|<c} €in und
nutzen Sie die Hélder-Ungleichung.

(i) X, I X.
Hinweis: Erst n — 0o, dann € — 0. Fir a,b € R gilt: |a — b7 < 29(|a|? + |b]?).

(b) Sei (2, A, P) = ([0,1),Bjo,1),A) der Wahrscheinlichkeitsraum aus A25, und X, (x) :=

nt/ g, 1)(). Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen aus (a) erfiillt sind, aber X, 0 nicht
gilt. Es muss also wirklich r < ¢ gewéhlt werden.
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Aufgabe 53."Ein Affe, der rein zufillig auf einer Computertastatur tippt, wird irgendwann
einmal auch Goethes Faust schreiben”.
Formalisieren Sie diese Weisheit und geben Sie eine exakte mathematische Begriindung mittels
des Lemmas von Borel-Cantelli dafiir, dass er dies mit Wahrscheinlichkeit Eins sogar unendlich
oft tun wird (sofern er unendlich lange lebt).

Aufgabe 54.
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,,, X :  — R Zufallsvariablen (n € N).

(a) Seien X, ~ Exp(1) (n € N) exponentialverteilt mit Parameter 1. Zeigen Sie:

(1) gy — 0 Es.

. P
(ii) Y, = lo)g((”n) — 0.

Sei X,,, n € N nun zusétzlich unabhéngig. Zeigen Sie:

(iii) P(Y,, > 1 fiir unendlich viele n € N) = 1. Folgern Sie: Es gibt keine ZV Y mit Y,, —
Y fs.

(iv) P(Y,, > 1 + ¢ fiir unendlich viele n € N) = 0 fiir jedes € > 0. Folgern Sie:

limsupY, =1 f.s.

n—oo

(b) Seien X, i.i.d. und es gelte P(X; = 0) > 0. Zeigen Sie, dass min{|X1|, ..., |X,|} — 0 f.s.
(¢) Seien X, identisch verteilt und es gelte E[X?] < co. Zeigen Sie, dass 22 — 0 f.s.
(d) Seien X,, n € N unabhéngig. Fiir n € N sei P(X,, =1) =1 P(X,, =0) =1 — L. Zeigen

Sie, dass X, R 0, aber nicht X,, — 0 f.s.

Aufgabe 55.

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) := ([0, 1), Bjo,1), A), wobei A das Lebesgue-
Mafs bezeichnet. Seien X, : @ — R, n € N Folgen von Zufallsvariablen, die jeweils wie unten

gegeben sind. Untersuchen Sie X,, auf stochastische Konvergenz, fast sichere Konvergenz, Kon-

vergenz im r-ten Mittel (alle » > 1). Geben Sie im Falle der Konvergenz den Limes an.

(a) Xn(w) = exp(—nw),

(€) Xn(w) =nslas(w).

n

Aufgabe 56.
Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,,, X, Y : Q — R Zufallsvariablen. Zeigen Sie:

(a) Der stochastische Limes von X, ist f.s. eindeutig bestimmt.

(b) Folgern Sie: Ist X, % X und existiert der f.s. Limes von X, so ist X, — X f:s.

(c) Sei r > 1. Der Limes im r-ten Mittel von X, ist f.s. eindeutig bestimmt.
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(d) Sei X, £ 0und 0 < X, | nichtnegativ und monoton fallend. Zeigen Sie, dass X,, — 0
fs.

— 0 f.s.

(e) Seien die X, identisch verteilt mit E|X;| < co. Zeigen Sie, dass w

Aufgabe 57.

Auf dem Boden liegen unendlich viele farbige Kérner herum. Wir nehmen an, dass die Hélfte
der Korner rot sind und ein Drittel der Kérner blau ist. Die restlichen Korner sind gelb (Die
Anteile bleiben auch erhalten, wenn beliebig viele Kérner entfernt werden). Ein Huhn pickt
zufallig und ohne Farbpriferenz Kérner vom Boden auf. Das Huhn hort nicht auf zu picken
und lebt unendlich lang. Zeigen Sie, dass das Huhn mit Wahrscheinlichkeit 1 irgendwann 5-mal
hintereinander ein gelbes Korn isst.

Aufgabe 58.
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,,, X : Q@ — R Zufallsvariablen (n € N).

(a) Die X,,, n € N seien i.i.d. und es gelte P(|X;| < 0o) = 1. Zeigen Sie:
(i) X2 5 0.

ii) X besitze die Dichte fx, (x) = l:c_ Ifiz>11 bzgl. des Lebesguemaﬁes R, Br). Zeigen
1 {lz[>1}
Sie, dass limsup,,_,, % > 1 f.s. und folgern Sie, dass £z — 0 f.s. nicht gilt.

(b) Die X,, seien i.i.d. und es gebe v > 0 mit E[|X;|7] < co. Zeigen Sie, dass gilt
3
n v max{Xy,..,X,} -0 fs.
Hinweis: Nutzen Sie die Markov-Ungleichung. Fir c € [0,1], n € N gilt 1 — (1 — £)" <.
(c) Die X, seien identisch verteilt und es gelte E[|X;]] < co. Zeigen Sie, dass 23 — 0 f.s.

(d) Die X,, n € N seien i.i.d. mit X,, ~ Bin(1,p) (wobei p € (0,1)), und

R, =sup{k>0: X, =X,s1=... = Xpup1 =1}
die Anzahl an aufeinanderfolgenden Einsen ab dem Index n (fir X,, = 0 setze R, = 0).
Zeigen Sie: Fiir a > 1 gilt: limsup,, oo log("n) S O] f S.
Folgern Sie: limsup,,_, 10{:(”11) < — log f S.
Aufgabe 59.

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : Q2 — R, i € N i.i.d. Zufallsvariablen.

(a) Sei M, = [],X;. Zeigen Sie: Ist E|log(X;)| < oo und Elog(X;) € (—00,0), so gilt
M, — 0 fs.

(b) Es gelte E[X?] < co. Es bezeichne 62 := L 3" (X; — X,,)? (wobei X, := 23" | X;) die
empirische Varianz. Zeigen Sie: 62 —> Va (Xl) f.s.
Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass 62 =+ 3" X2 — (237" | X;)2.

(c) Seien Y; : © — R, i € N weitere i.i.d. Zufallsvariablen, so dass (X;);cy unabhéngig von
(Yi)ien ist. Weiter gelte X,Y; ~ U0, 1]. Sei A C By 2. Zeigen Sie, dass
1 < )
LS L, ) > % (4) fs
n
i=1
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(d) Ermitteln Sie

1 1,2 2

lim/ / mdxl...dxn.

n—oo [q 0o T1+...+tx,
—_——

n Integrale

Hinweis: Schreiben Sie das Integral als Erwartungswert von i.i.d. Zufallsvariablen. Benut-
zen Sie das starke GGZ und den Satz von der dominierten Konvergenz.

Aufgabe 60.

Wir betrachten im Folgenden den Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) = ([0,1), Bjo,1), A). Eine
Zahl w = 0.wjwows... € [0,1) heikt einfach normal, falls fiir jede Ziffer a € {0, ...,9} gilt:

lim #Eef{l,..,n}rup=0a} 1

n—0o0 n o 1_07

d.h. in der Dezimaldarstellung kommt sie mit Haufigkeit 15 vor. Sei A := {w € Q : w einfach normal} €
Bjo,1). Fiir & € N definieren wir die Zufallsvariablen Xj : @ — R, Xj(w) := wy, (k-te Dezimal-
stelle nach dem Komma).

(a) Zeigen Sie, dass fiir n € N, ay, ..., a, € {0,...,9} gilt: P(X; = a1,..., X, = a,) = #.

(b) Folgern Sie: (Xj)ren ist i.i.d. und geben Sie die Verteilung von X, an.
Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dass fir n € N die Familie (Xy)k=1...n unabhingig ist.

-----

(c) Folgern Sie mit dem starken GGZ: A(A) = 1.

Aufgabe 61.

Sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : Q — R, i € N unabhéngige Zufallsvariablen
mit EX,, =0 und
- E[X7)]
——F < Q.
§ : n2
n=1

Sei Sy = Zle X;. In dieser Aufgabe zeigen wir ein starkes GGZ % — 0 fs.

on |S;]. Zeigen Sie: limsupy,_, o % < limsup,, , .,

Un

(a) Definiere U,, :== max;—;,_ T

Hinweis: Fiir k € N gibt esn € N mit 271 < k < 2™,

(b) Zeigen Sie &2 — 0 f.s.
Hinweis: Nutzen Sie Bemerkung 3.2 und die Kolmogorov-Ungleichung aus P30(d). Nach

Anwendung der Kolmogorov-Ungleichung miissen Sie die auftretenden Summen vertau-
schen (vgl. Beweis Schritt 2 vom GGZ 3.9).

(c) Folgern Sie: % — 0 fs.
(d) Sei nun X,, ~ U[—n®, n®], wobei o € (0, 1). Zeigen Sie, dass > | X; — 0 f.s.

Aufgabe 62.

Sei (X;);en eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P)
mit E|X;| < oco. Sei fy(z) = |z — 0] und p := EX; € R. Zeigen Sie:

(a) Die Klasse F = {fp: 0 € [u— 1, + 1]} erfiillt: Fiir alle € > 0 ist N(e, F) < oc.
Hinweis: Fir geeignet gewdhlte 04, ...,0n € © definieren Sie Brackets [l;, u;] durch lj(x) =
v = 0;] = 5, ui(2) =[x —0;] + 5.
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(b) Mit M,(#) = £>°" | |X; — 0] und M(0) = E[X; — 6] gilt:
sup | M,(0) — M(0)] =0 f.s.

0€[p—1,p+1]

(c) Mit X, := 15" | X gilt

1< —
=3 X = X,| > E[X; —EXy| fs.
n

i=1
Hinweis: Zerlegen Sie |M,(X,,) — M(EX,)| < |M,(X,,) — M(X,)| +|M(X,) — M(EX,)|.

(d) Xy habe eine stetige Verteilungsfunktion F' und es gelte EX; = 0, 02 := E[X?] < co. Es
sei 62 := L 31" | X2, Zeigen Sie:

1 n
- > Iis,<xi<o = Flo) = F(=0).

i=1

Hinweis: Driicken Sie die linke Seite durch die empirische Verteilungsfunktion aus und
nutzen Sie das Resultat aus Beispiel 3.13.

Aufgabe 63.

Sei (92, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : Q@ — R, ¢ € N i.i.d. Zufallsvariablen. Sei
f:[0,1] — R eine stetige Abbildung.

(a) Sei Xy ~ U]L,2] (Gleichverteilung auf [1,2]). Zeigen Sie, dass

n 1/n
(H XZ) —c f.s.
i=1

fiir eine Konstante ¢ € R und bestimmen Sie c.

(b) Sei X; ~ UJ0,1]. Zeigen Sie, dass
- Z (X)) — f dx  f.s.

(c) Ermitteln Sie
1 1
lim/ / pt e Iy e,
n—o0 Jg 0 n
—_——

n Integrale

Hinweis: Schreiben Sie das Integral als Erwartungswert von i.i.d. Zufallsvariablen. Benut-
zen Sie das starke GGZ und den Satz von der dominierten Konvergenz.

Aufgabe 64.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : Q@ — R, i € N unabhéngige (nicht notwendig
identisch verteilte) Zufallsvariablen mit EX; = 0 (i € N). Sei S}, := SF | X,
Fiir a > 0 sei

= { max |Sk| > a}, A = {51 < a,...,|Sk-1] < a,|Sk| > a}.

-----

Zeigen Sie fir n € N:
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(b) E[S7] = > ks E[S7La,]-
Hinweis: S2 > S%I 4.

Hinweis: Wenden Sie die binomische Formel auf S? = ((S, — Si) + Sk)? an. Schitzen
Sie die drei entstehenden Terme separat nach unten ab; einer kann durch O abgeschdtzt
werden, bei einem anderen nutzen Sie, dass (S, —Sk) und Sgla, unabhdingig sind (wieso?)

(d) Folgern Sie mit (a)-(c) die Kolmogorov-Ungleichung:
E[S2]

n

----- a?

Aufgabe 65.

Sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : Q — R, i € N unabhéngige Zufallsvariablen
mit EX,, = 0 und 02 := sup, .y E[X?] < co. Sei S} := S.F | X,.

(a) Zeigen Sie: %maxkzl ,,,,,
Hinweis: Nutzen Sie die Kolmogorov-Ungleichung aus P30(d).

|Sk|

(b) Definiere U, := max;_; .2 |S;|. Zeigen Sie: limsup,_,,, 5= < limsup,,_, .,

Hinweis: Fir k € N gibt esn € N mit (n —1)? < k < n?.

Un
n? "

(c) Zeigen Sie Y3 — 0 fs.
Hinweis: Nutzen Sie Bemerkung 3.2 und die Kolmogorov-Ungleichung aus P30(d).

(d) Folgern Sie aus (b),(c): % — 0 fs.

Aufgabe 66.

Sei (X;)ien eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
mit EX; =0 und 02 := E[X}] < co. Sei fy(z) = min{z, 0}. Zeigen Sie:

(a) Die Klasse F = {fp: 0 € [0 — 1,0 + 1]} erfiillt: Fiir alle € > 0 ist N(e, F) < oc.
Hinweis: Fiir geeignet gewdhlte 01, ...,0n € © definieren Sie Brackets [l;, u;] durch l;(x)
min{z,0;} — 5, w;(x) = min{z,0;} + 5. Fiir a;,b; € R gilt |min{a;,b;} — min{ay, by }|
max{|a; — az|, |by — bol}.

<

(b) Mit M,(0) = £ 3", min{X;,0} und M(0) = Emin{X;,0} gilt:

sup | M,(0) — M(9)| —0 fs.

0€lc—1,0+1]

(c) Mit 62 := 15" X7 gilt

1 n
_5 min{X;,6,} = Emin{ Xy, /E[X?]} f.s.
n

i=1

Hinweis: Zerlegen Sie | M, (6,) — M(0)| < |M,u(6,) — M(6,)] + |M(6,) — M(0)].
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(d) X; habe eine stetige Verteilungsfunktion F' und es gelte E|X;| < oo. Es sei X,, :=
L3 X Zeigen Sie:

1 n
- > Tixexny — FEXY).
=1

Hinweis: Driicken Sie die linke Seite durch die empirische Verteilungsfunktion aus und
nutzen Sie Beispiel 3.13.

Aufgabe 67.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y :  — R zwei Zufallsvariablen, die gemein-
sam stetig verteilt seien mit Wahrscheinlichkeitsdichte

eXp<_y)7 0 <z < Yy

x7 = ]I T - eX - =
fxy(z,y) fo<w<y} - XP(=y) {0’ sonst

bzgl. A\? auf (R?, Bgz). Bestimmen Sie fiir z,y € R:
(a) die bedingten Dichten fxy—,(z) und fy|x—y(z),
(b) die bedingten Erwartungswerte E[X|Y = y] und E[Y|X = z],
(c) E[X]Y] und E[Y]X].

Aufgabe 68.

Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F C A eine o-Algebra iiber 2. Seien X,Y :
2 — R Zufallsvariablen. Zeigen Sie (alle Aussagen sind wie tiblich bei bedingten Erwartungs-
werten P-f.s. zu verstehen):

(a) Linearitét des bed. Erwartungswerts: Fiir a € R gilt: E[aX + Y |F] = «E[X|F]| + E[Y|F].

(b) Monotonie des bed. Erwartungswerts: X > 0 f.s. = E[X|F] > 0.
Hinweis: Definieren Sie F' := {E[X|F] < 0}. Wenden Sie Prop. 4.11 auf F' an und folgern
Sie [ E[X|F|LgxF<op dP =0 und daraus die Behauptunyg.

Seien nun (&;, B;) Messrdume und X; : Q@ — X} (i = 1,2) unabhéngige messbare Abbildungen.
Sei g: Xy x Xy — R By ® By — Bg messbar.

(c) Es gelte E[E[|g(X1,y)]]| < 00. Zeigen Sie E|g(X7, X3)| < oo und

y=X2}

Elg(X1, X2)| Xa] = E[Q(Xlay)“

y=Xo'

Aufgabe 69.

Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y, 7 : Q@ — R Zufallsvariablen. Weiter sei
F C A eine weitere o-Algebra iiber €.

(a) Projektionseigeschaft des bedingten Erwartungswerts: Sei E[X?], E[Y?] < co. Sei weiter
Y F-messbar. Zeigen Sie:

E[(X —Y)’] = E[(X — E[X|F])*] + E[(Y — E[X|F])’].

Hinweis: Schreiben Sie X —Y = X — E[X|F] + E[X|F]-Y.
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(b) (i) Seien X,Y,Z id N(0,1). Berechnen Sie E[(X — Z2)? — XY Z + eX?|X,Y].
Hinweis: Nutzen Sie auch A34(c). Fir W ~ N(0,0?) gilt Eexp(W) = exp(—0?/2).
(i) Es gelte Z — X, X i N(0,1). Berechnen Sie E[Z?| X].
Hinweis: Nutzen Sie Z = (Z — X) + X.

(c) Es seien nun Xi,..., X, : @ — R iid. Zufallsvariablen mit E|X;| < oo und S, :=
>y X;. Ermitteln Sie die folgenden Ausdriicke in Termen von EX; und den bedingten
Zufallsvariablen.

(1) E[S,|X1] und E[S,|S,-1],

(i) E[X1|S,] und E[S,,—1|S,].
Hinweis: Zeigen Sie PXi5) = PX15) ynd nutzen Sie P34 (c).

Aufgabe 70.
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine Zufallsvariable.

(a) Sei X > 0und ¢t € R, ¢t > 0. Definiere Y := min{ X, t}. Zeigen Sie, dass

Y, Y <t
E[X|Y] = E[XT{ x> Y —¢

P(X>1)

Hinweis: Nutzen Sie Prop. 4.11. Zeigen Sie die Gleichheit der Integrale auf dem FErzeu-
gendensystem € = Y 1({[0,a] : 0 < a < t}) von F = Y} (Bg). Zerlegen Sie dazu
F = Y-1(0,a]) = Y1(0,£))0Y ([t ).

(b) X sei stetig bzgl. des Lebesgue-Mafes A\ auf (R, Bg) mit Dichte f. Sei Z := X?2. Zeigen
Sie:
(i) E[X|Z] = VZE[ix>0}|Z] — VZE[l{x<0y| Z).
(i) Es gilt A-f.s.

- f(V7Z)
(i) Ellixo0 2] = 77007 77

Hinweis: Nutzen Sie Prop. 4.11. Zeigen Sie die Gleichheit der Integrale auf dem
Erzeugendensystem € = Z71({[0,a] : a > 0}) von F = Z71(Bg).

(iv) Geben Sie E[X|Z] an.

Aufgabe T1.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y : 2 — R zwei Zufallsvariablen, die gemein-
sam stetig verteilt seien mit Wahrscheinlichkeitsdichte

fX,Y(fU, y) = 8xylfo<ws<y<i}
bzgl. A\? auf (R?, Bgz). Bestimmen Sie fiir z,y € R:
(a) die bedingten Dichten fxy—,(z) und fy|x—y(z),

(b) die bedingten Erwartungswerte E[X|Y = y] und E[Y|X = z],
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(c) E[X|Y] und E[Y|X].

Aufgabe 72.

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F C A eine o-Algebra iiber €. Seien X,Y :
2 — R Zufallsvariablen. Zeigen Sie (alle Aussagen sind wie tiblich bei bedingten Erwartungs-
werten P-f.s. zu verstehen):

(a) Triviale bedingte Erwartungswerte: E[1|F] = 1 und E[X {0, Q}] = EX.

(b) Messbarkeitsregel: X F-messbar = E[XY|F] = X - E[Y|F].
Hinweis: Nutzen Sie Prop. 4.11. Zeigen Sie die Gleichheit der Integrale wie bei majStheore-

tischer Induktion schrittweise fiir X, d.h. erst fiir Indikatorfunktionen, dann fir primitive
Funktionen, usw.

Seien nun (X, B;) Messrdume und X; : Q — A; (i = 1,2,3) messbare Abbildungen. Sei f :
X, — R By — Bgr messbar.

(c) Zeigen Sie: Falls P(X1:X3) = P(X2.X5) ynd E|f(X,)| < oo, so gilt:

E[f(X1)|Xs] = E[f(X5)| Xs].

Aufgabe 73.
Es sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und X,Y :  — R Zufallsvariablen. Es gelte
E[X?],E[Y?] < oo.
(a) Zeigen Sie: Kov(X,E[Y]X]) = Kov(X,Y).
(b) Es gelte nun E[X|Y] =Y und E[Y|X] = X. Zeigen Sie: X =Y P-fs.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst E[Y?] = E[XY] = E[X?] und betrachten Sie dann E[(X —Y)?].
(¢) (i) Seien X,Y,Z id U|0, 1]. Berechnen Sie
E[4X sin(Y) + 522 — 3¢XY +sin(X 2)|Y, Z].

Hinweis: Nutzen Sie auch A34(c).

(i) Es gelte Z — X, X i N(0,1). Berechnen Sie E[exp(Z)|X].
Hinweis: Nutzen Sie Z = (Z — X) + X. Fir W ~ N(0,0?) gilt Eexp(W) =
exp(—0?/2).

(d) Es selen Xi,..., X, : @ — R iid. Zufallsvariablen mit E|X;| < co. und M, = [, X;.
Ermitteln Sie E[M,,|X;] und E[M,|M, ;] in Termen von EX; und den bedingten Zufalls-
variablen.

Aufgabe 74.
Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und X, Y : Q — R Zufallsvariablen.

(a) Seien Xt X~ der Positiv- und Negativteil von X. Es gelte E|X| < co. Zeigen Sie:

. : _ E[XT ]
(i) Es gilt E[X~|XT] = —ﬁﬂ{)ﬁzo}.
Hinweis: Nutzen Sie Prop. 4.11. Zeigen Sie die Gleichheit der Integrale auf dem

Erzeugendensystem € = (XT)71({[0,a] : @ > 0}) von F = (XT)"1(Bg).
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(ii) Ermitteln Sie E[X|X].

(b) Seien X,Y ii.d. mit Dichte f bzgl. des Lebesguemafes A auf R. Es gelte E|X| < oc.
Zeigen Sie:

(i) Es gilt E[X|max{X,Y}] = iEmin{X, Y} max{X,Y}] + : max{X,Y}.
Hinweis: Nutzen Sie, dass v +y = max{z,y} + min{z, y}.

(ii) Seien nun U = min{X,Y}, V = max{X,Y}. Zeigen Sie, dass (jeweils \*- bzw.
Mfs.):

(UV) 1%
B ) =2 sy, Fo(v) = () = 2P (0) ).

fov(u,v) =

(iii) Zeigen Sie, dass E[X|V] = % +1v.

(iv) Sei nun X; ~ U[0,1]. Ermitteln Sie E[X| max{X, Y}].

Aufgabe 75.
Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F,)en eine Filtration auf (£2,.4). Zeigen Sie:

(a) Sind (X,,)nen und (Yy)nen (Fn)nen-Martingale und a,b € R, so ist auch (aX,, + bY}, )nen
ein (F,)nen-Martingal.

(b) Falls (X,)nen ein Submartingal bzgl. (F,)nen ist, ¢ : R — R eine (messbare) konvexe
nicht-fallende Funktion, so ist (¢(X,))nen ein Submartingal bzgl. (F,)nen. Setzen Sie
dabei E|o(X,)| < oo fiir alle n € N voraus.

(c) Es sei (X,)nen ein (Fp)nen-Martingal mit der Eigenschaft E[X?] < oo fiir alle n € N.
Setze X := 0. Zeigen Sie, dass die Differenzen D,, := X,, — X,,_; erfiillen: Var(X,) =

> ket Var(Dy).

(d) Seien S, T (F,)nen-Stoppzeiten. Zeigen Sie, dass dann auch S AT := min{S, T} (F,)nen-
Stoppzeiten sind.

Aufgabe 76.

Anna und Bob wetten um das Ergebnis von Miinzwiirfen. Anna bekommt 1 Euro von Bob,
wenn 'Kopf” geworfen wird, und verliert 1 Euro an Bob, wenn "Zahl’ geworfen wird. Das Spiel
endet, wenn Anna oder Bob kein Geld mehr hat. Anna startet mit ¢ Euro und Bob mit b Euro
(a,b € N). Die Miinze zeige mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) "Kopf’.

Sei (&;)ien eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
mit P(e; = 1) = p =1—P(ey = —1). Dann kann das Guthaben von Anna nach dem n-ten
Miinzwurf (n € Ny) geschrieben werden als:

S, = a—i—zn:@-, Sy == a.
i=1

Sei F, :=o0(ex : k <n) (n € Ny). Gegeben sei weiter die (F,)nen,-Stoppzeit 7 := inf{n € N :
S, € {0,a + b}}, die angibt, wann das Spiel endet. Zeigen Sie:

(a) ET < 0.
Hinweis: Definieren Sie Blicke By, := (€(a4t)(n—1)+1; ---» E(atb)n) und § :==inf{n e N: B,, =
(1,...,1)} und folgern Sie T < (a + b)0. Was ist die Verteilung von 07
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(b) Sei p # 3. Zeigen Sie, dass (W,,)nen, mit W, := (%)Sn ein Martingal bzgl. (F;,)nen, ist.

(c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Anna gewinnt, wenn das Spiel beendet wird.
Hinweis: Wenden Sie das Optional Sampling Theorem (iii) auf (W,) und 7 an. Nutzen
Sie, dass S; € {0,a + b}.

Aufgabe 77.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢; :  — R, i € N eine Folge von i.i.d. Zufalls-
variablen mit P(e; = 1) = p = 1 — P(e; = —1), wobei p € (3,1). Sei S, := >, &, Sp := 0.
Eine Filtration (F,)nen, sei gegeben durch F,, := o(eg : k < n). Fiir b € Z sei

7, = inf{n € Ny : S,, = b}.
Zeigen Sie:
(a) (M,)nen, mit M, := S, — (2p — 1)n ist ein (F, )nen,-Martingal.
(b) 7 ist eine (Fy,)nen,-Stoppzeit.
Sei nun b > 0. Zeigen Sie:

(c) Fiir alle m € N gilt: E[n, Am] < Tb—l'

Hinweis: Wenden Sie das Optional Sampling Theorem auf M,, und 1, A m an.

(d) ETb = Tb—l
Hinweis: Wenden Sie erneut das Optional Sampling Theorem an, dieses Mal aber auf M,
und 7,. Um Em, < 00 zu zeigen, verwenden Sie (¢) und monotone Konvergenz.

Sei nun b < 0 und (W,,)nen, das Martingal aus A38(b). Zeigen Sie:
(e) S, — oo fs.
2y,

(f) P(n, < o0) = (75
Hinweis: Nutzen Sie (e) und nutzen und begrinden Sie die folgende Gleichung fiir m € N,
vgl. P39(b):

1= lim E[Wyur) = B[ lm W) = ELm Wi L <o) + ELm Wong Tin, o)

m—00 m—r00

Aufgabe 78.

Eine Urne enthalte zum Zeitpunkt n = 0 genau eine rote und eine schwarze Kugel. Zu jedem
Zeitpunkt n € N wird eine Kugel gezogen, die gezogene Kugel in die Urne zuriickgelegt und
eine weitere Kugel derselben Farbe hinzugefiigt. Sei R,, die Anzahl der roten Kugeln nach dem
n-ten Mal Ziehen (und Zuriicklegen) und M, = 75:2 der Anteil der roten Kugeln in der Urne.
Sei weiter Xy = H{Die in der n-ten Runde gezogene Kugel ist rot} und Fn = 0<Mk Tk < n) Zeigen Sie:

(a) Fir n € Ny gilt:

n -+ 2 1
Mn —Xn )
n-+3 +n—|—3 +

sowie |M,| < 1. Ermitteln Sie P(X,,;; = 1|F,) in Termen von M,,.

Mn+1 =

(b) (Mp)nen, ist ein Martingal bzgl. der Filtration (F,,)nen,-

(c) Essei 7 :=inf{n € N: X,, = 0} die Nummer der Spielrunde, bei welcher das erste Mal

eine schwarze Kugel gezogen wird. Zeigen Sie, dass fir n € N gilt: P(t > n) = #1
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(d) Zeigen Sie, dass E[-T5] = 3.

Aufgabe 79.
Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F,)nen eine Filtration auf (€2,.A4).

(a) Sind (X, )nen, (Yn)nen (Fn)nen-Submartingale, so ist auch die Folge (X, V Y, )nen ein
(F)nen-Submartingal.

(b) Sei (Y, )nen ein Submartingal. Zeigen Sie, dass dann

=Y EVi = Yia|Feca] (n>2),  Ci:=0

vorhersagbar und monoton wachsend ist und X, :=Y,, — (), ein Martingal.
Bemerkung: Damit besitzt jedes Submartingal eine Zerlequng in eine vorhersagbare mo-
noton wachsende Folge und ein Martingal (Doob-Zerlegung).

(c) Seien S, T (Fy)nen-Stoppzeiten. Zeigen Sie, dass dann auch SV T := max{S, T} sowie
S+ T (Fn)nen-Stoppzeiten sind.

Aufgabe 80.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢, : 2 — R, k& € N eine i.i.d. Folge von Zufalls-
variablen mit P(e; = —1) = P(e; = 1) = 3. Definiere fiir n € Ny

= zn:&m So =0,
k=1

Fn=o0(cr: k<n)und 7 :=inf{n € N: S, € {2, —3}}. Zeigen Sie:
(a) 7 ist eine (F,)-Stoppzeit.

(b) Es gilt Er < oo.
Hinweis: Definieren Sie Blocke B, = (€s51-4,...,650) und 6 := inf{n € N : B, =
(1,1,1,1,1)} und folgern Sie T < 50. Was ist die Verteilung von 0%

(c) Esist P(S, =2) =2
Hinweis: Wenden Sie das Optional Sampling Theorem auf das Martingal S, an. Nutzen
Sie, dass S, nur zwei verschiedene Werte annehmen kann.

(d) Berechnen Sie E7.

Hinweis: Zeigen Sie, dass (S2 — n)nen, ein Martingal ist und wenden Sie das Optional
Sampling Theorem darauf an.

Aufgabe 81.

Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢ : 2 — R, k € N eine Folge von i.i.d. Zu-
fallsvariablen mit P(e; = 1) = P(e; = —1) = 3. Sei S, := > ;_; ¢ und Sy := 0. Fiir b € N
definiere

=inf{n € Ny : S,, = b}.

Zeigen Sie:
(a) Fir jedes o > 0 ist die Folge (M, )nen, definiert durch M, := Cosh( ) ein Martingal bzgl.
einer geeigneten Filtration (F,)nen,. Hierbei ist cosh(o) := 3(e” + 7).
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(b) P(m, < o0) = 1.
Hinweis: Nutzen und begriinden Sie die folgende Gleichung fiir m € N:
1= lim ]E[Mm/\Tb] = E[ lim Mm/\,rb} = ]E[ lim Mm/\TbH{Tb<OO}] + E[ lgn Mm/\TbH{Tb:OO}]

m—o0 m—ro0 m— o0

Vereinfachen Sie die rechte Seite und wenden Sie o | 0 an.

(c) Es gilt En, = oc.
Hinweis: Verwenden Sie die Kontraposition des Optional Sampling Theorems.

Aufgabe 82.

Ein Spieler hat ein gut durchgemischtes Kartendeck mit N = 52 Spielkarten, davon 26 rot.
Zum Zeitpunkt n = 1,2, ..., N deckt er eine neue Karte auf und beobachtet ihre Farbe. Genau
einmal in dem Spiel darf der Spieler vor dem Aufdecken der Karte sagen, dass die néchste
Karte rot ist. Ist die Karte rot, so hat der Spieler das Spiel gewonnen. Sei R,, die Anzahl der
verbleibenden verdeckten roten Karten, nachdem die n-te Karte aufgedeckt wurde. Definiere
firn e {0,...,N — 1}
R,

N—n’

sowie fiir n € {17 ) N} Xy = ]I{Im n-ten Zug wird eine rote Karte aufgedeckt} - Zelgen Sie:

M, =

Fni=0(My: k<n)

(a) Fir n € {0,...,N — 1} gilt:

N —n 1
Mn—l—l:N_n_an_N_n_an—&—l’

sowie |M,| < 1. Ermitteln Sie P(X,;; = 1|F,,) in Termen von M,,.
(b) (M,,)o<n<n-1 ist ein Martingal bzgl. der Filtration (F,)o<n<n-1.

Sei 7 eine (F,)o<n<n—_1-Stoppzeit. Sie bezeichne den Zeitpunkt, zu welchem der Spieler stoppt
und sagt, die nichste Karte ware rot. Zeigen Sie:

(c) Die Gewinnwahrscheinlichkeit erfiillt P(X,;, = 1) = EM,.

(d) Esgilt P(X, 11 =1) = 1.

Aufgabe 83.

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢; :  — R, ¢ € N i.i.d. Zufallsvariablen mit
g1 ~ N(0,1). Seien o; € R, 7 € N und

n

- 1
Sp 1= Zakgka Sp :=0, M, = exp(S, — 2 Zai)'
k=1

k=1
Zeigen Sie:

(a) (M,)nen, ist ein Martingal bzgl. der Filtration (F,,)nen, mit F,, :=o(ex : k < n).
Hinweis: Fir Yy, ~ N(0,0%), Yy ~ N(0,03) unabhingig und ai,as € R gilt Eexp(Y;) =
2
exp(%) und a1Yy + agYs ~ N(0,afof + a303).

(b) Zeigen Sie, dass es eine Zufallsvariable M, : 0 — R gibt mit M,, — M, fs.

Gelte nun Y -, af = oco.
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(c) Zeigen Sie, dass M, =0 f.s.

Hinweis: Zeigen Sie elementar mit der Definition, dass M, 5o.

(d) Ist {M,, : n € N} gleichgradig integrierbar? Gilt M, D A mit einer Zufallsvariablen
M :Q — R?
Hinweis: Aus M, W folgt EM,, — EM.

Aufgabe 84.
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien Y,, : Q — R, n € Ny Zufallsvariablen. Definiere
Fn =0 : k <n) fir n € N,.

(a) Sei (Y,)nen, ein Martingal bzgl. (F,)nen, mit Vn € Ny : EY,, = 0, E[Y?] < co. Zeigen Sie:

E[Y?]
: < T
Yz >0 P (11%152% Y, > a:) S BV 122

Hinweis: Wenden Sie die Funktion ¢(x) = (x+c)* mit geeignetem ¢ € R auf beiden Seiten
der Ungleichung in P(-) an. Nutzen Sie dann A37(b) (warum wird die Voraussetzung ¢
monoton wachsend nicht bendtigt?) und die Doob-Ungleichung.

(b) Nun sei (Y, )nen, i4.d. und es gelte P(Yy = 4) = P(Yy = 0) = P(Y, = —1) = 5. Definiere
Xn = H?:l Y; (TL S No)
Zeigen Sie, dass (X, )nen, €in Martingal bzgl. (F,)nen, ist, aber sup,.yEX; = oo gilt
(und somit der Martingalkonvergenzsatz nicht anwendbar ist).
Hinweis: Nutzen Sie EX;F > E[XF14] mit A=,_ {Y: = 4}.

Aufgabe 85.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F,)nen, eine Filtration auf (2, A). Sei (M, )nen,
ein Martingal bzgl. (F,,)nen, und (D;,)nen mit

Dy =M, — M,

die zugehorige Martingaldifferenzenfolge.

(a) Es gelte > 7, E[Igﬁ < 00. Zeigen Sie, dass dann gilt: =37 Dy — 0 fs.
Hinweise:
o Wenden Sie den Martingalkonvergenzsatz auf X, = >} _, % an. Verwenden Sie

danach ohne Beweis Kroneckers Lemma: Sind (T,)nen, (an)nen zwei reellwertige
Folgen und (ap)nen nichtnegativ und monoton wachsend gegen oo, dann gilt: Ist

limy, oo Y py a=z¢€ R, s0 ist limy, 00 - > iy xr =0.

o Nutzen und begriinden Sie die Ungleichung E[X ] < E[X2]'/? sowie A37(c).

(b) Folgern Sie mittels (a) die Variante des starken Gesetzes der grofsen Zahlen: Seien ¢y :
co  E[ef]

Q2 — R, k € N unabhéngige Zufallsvariablen mit Ee; = 0 und )~ | =4 < 0co. Dann gilt
%Z:Zl e — 0 Is.

Aufgabe 86.
Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) = ([0, 1), Bj1), A). Sei F': [0,1) — R
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Lipschitz-stetig (und daher beschrénkt). In dieser Aufgabe zeigen wir mit Hilfe der Martin-
galtheorie, dass eine messbare Abbildung f : [0,1) — R existiert mit F(z) — F(0) = f[o o) fdA
fir alle z € [0,1) (*).

Fiir n € Ny sei
F, = A({[k;l,%),k e {1,...,2”}}), n e N,

und Zufallsvariablen

27L

ay, ::Zk_l-]l )(.), X, = F(an+2—”)—F(an).

k=1
gegeben. Zeigen Sie:
() ans1 € {an, an + 27"} und P(ans1 = an|Fn) = 5 = P(ans1 = a, + 27 "D|F,).

(b) (Xy)nen, ist ein Martingal bzgl. (F,)nen,-
Hinweis: Nutzen Sie 1 =1, —a,) +H{an+1=an+2*("+1)} zur Berechnung von E[X,, 1| F,] =
E[X,1 - 1| F]-

(c¢) {X, :n € Ny} ist gleichgradig integrierbar.
(d) Es gibt eine Zufallsvariable f : Q — R mit X,, = E[f|F,] fiir alle n € Ny.

(e) f erfiillt (*).
Hinweis: Fir jedes x € [0,1) existiert eine Folge x, — x mit x, = ]2“—,’1, k, € {1,...,2"}.

Aufgabe 87.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und U, :  — R (n € N) i.i.d. Zufallsvariablen mit
P(U,=1)=p=1-P(U, =0). Sei 7 :=inf{n > 1: U, = 1}. Definiere X, := (1 — p) "7}
Zeigen Sie:

(a) (X, )nen ist ein Martingal bzgl. (F,,)neny mit F, := o(Uy : k < n).
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass T ~ Geo(p).

(b) X, — 0 fs.

Hinweis: Nutzen Sie den Martingalkonvergenzsatz 5.22.
(c¢) X, konvergiert nicht im 1.-ten Mittel.
(d) {X, :n € N} ist nicht gleichgradig integrierbar.

Aufgabe 88.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien Y,, : Q@ — R, n € Ny Zufallsvariablen. Definiere
Fni=0(Yy : k<n) fir n € Ny.

(a) Sei (Y,)nen, ein Martingal bzgl. (F,)nen, mit Vn € Ny : EY,, = 0, E[Y?] < co. Zeigen Sie:

1<k<n

2
Vo >0: P(maXYk>m> SE[Y"]

Hinweis: Wenden Sie die Funktion ¢(x) = x* auf beiden Seiten der Ungleichung in P(-)
an. Nutzen Sie dann A37(b) (warum wird die Voraussetzung ¢ monoton wachsend nicht
bendtigt?) und die Doob-Ungleichung.
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(b) Es sei nun (Y,,)nen, ii.d. und es gelte P(Yy = 0) = P(Yy = 1) = 1. Definiere X,, := —2"Y,
(n € Np).
Zeigen Sie, dass (X, )nen, ein Supermartingal bzgl. (F,,)nen, ist und das keine Zufallsva-
riable X : 2 — R existiert mit E|X| < co und X,, = X P-f.s. Welche Voraussetzung des
Martingalkonvergenzsatzes 5.23 ist verletzt?

Aufgabe 89.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien ¢; : 2 — R, k € N i.i.d. Zufallsvariablen mit
P(ey = 1) =P(ey = —1) = 4. Zeigen Sie, dass > -, % (als Reihe) f.s. konvergiert.
Bemerkung: Das bedeutet, dass die Reihe 1+ % + % + }1 + ... konvergiert, wenn die Vorzeichen
zufdllig und unabhdngig voneinander ausgewdhlt werden.

Aufgabe 90.

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 4,1P) = ([0,1), Bjo1), A). Sei f : [0,1) = R
messbar und beschrankt. Fiir n € Ny, k € {1,...,2"} sei

kE—1 k
-Fn = A({In,kyk € {1, ,2n}}>, In,k = [2—n7 2_n)’
und gn
Xo=23 [ fan, 0
k=1 " Ink
Zeigen Sie:

(a) (Xy)nen, ist ein Martingal bzgl. (F,)nen,-

(b) {X, :n € Ny} ist gleichgradig integrierbar.

(c) Es gibt eine Zufallsvariable g : Q@ — R mit X,, = E[g|.F,] fiir alle n € Ny.
(d) Man kann g = f wéhlen und es gilt X,, — f f.s.

Aufgabe 91.
Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(a) Sei X ~ Geo(p) mit p € (0,1), wobei Geo(p) die Dichte f(k) = p- (1 —p)*lIy, (k) bzgl. des
ZahlmaRes py auf (R, Bg) besitzt.
(i) Berechnen Sie die charakteristische Funktion ¢x.
(ii) Fir X ist bekannt, dass E[|X|] < co. Ermitteln Sie mit der Momentenformel EX.

(b) Sei X ~ Exp(A) mit A > 0.

(i) Ermitteln Sie ¢x.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis nutzen, dass fir z € C mit Re(z) < 0 gilt:
Jo e Fde = —1.

(ii) Fiir X ist bekannt, dass fiir alle n € N: E[| X|"] < co. Zeigen Sie mit der Momenten-

formel, dass E[X"] = £

Aufgabe 92.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, :  — R Zufallsvariablen. Sei N : Q@ — N
eine von (X,,),en unabhéngige Zufallsvariable.
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(a) Sei X,,, n € Niid. und X := Zf\il X;. Zeigen Sie dass die charakteristische Funktion
von X gegeben ist durch

ox(t) = Elox, (H)V].

(b) Sei X; ~ Bin(1,p) Bernoulli-verteilt mit Parameter p € (0,1) und N ~ Poi(\) Poisson-
verteilt mit Parameter A > 0. Zeigen Sie mittels (a), dass X ~ Poi(Ap).

(c) Seien nun X; ~ N(u1,0?), Xo ~ N(uz,03) unabhingig mit p1, po € R und oy, 09 > 0.
Ermitteln Sie ¢x,1x, und daraus die Verteilung von X; + Xo.

Aufgabe 93.
Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 6; : Q@ — R, ¢ € N i.i.d. Zufallsvariablen mit
1
P(6=1) =P =—-1) = 3
Sei X, =Y 1 &

(a) Zeigen Sie, dass die charakteristische Funktion von X,, durch

o= ey (£0 en)=1

gegeben ist.

Hinweis: Nutzen Sie die Regel sin(2x) = 2sin(z) cos(z) fir v € R. Es entsteht ein Tele-
skopprodukt.

(b) Sei X ~ U[—1,1] eine auf [—1, 1] gleichverteilte Zufallsvariable. Berechnen Sie ¢x () und
zeigen Sie, dass fiir X,, aus (a) gilt: X, 2 x.

Aufgabe 94.
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Y, : Q — R, n € N Zufallsvariablen.

(a) SeienY,, ~ Geo(p,) geometrisch verteilt mit Parametern p,, € (0, 1). Es gelte lim,,_,, np, —
¢ € (0,00). Zeigen Sie, dass % schwach konvergiert und bestimmen Sie den Limes.

Hinweis: Es ist lim,,_,oo 1 - (ez/” — 1) =z fir v € C. Nutzen Sie die charakteristischen
Funktionen aus A45.

(b) Seien Y,, ~ Exp(\,) exponentialverteilt, wobei (\,)nen eine Folge von positiven reellen
Zahlen ist.

(i) Es gelte A, — A € (0, 00). Zeigen Sie: Y, = Exp(A).

(ii) Es gelte A, — 0. Zeigen Sie mittels der Definition: {P¥ : n € N} ist nicht straff.
Folgern Sie: Y,, konvergiert nicht in Verteilung.

(iii) Wogegen konvergiert Y,, fiir \,, — oo?

Hinweis: Nutzen Sie charakteristischen Funktionen aus A45.

Aufgabe 95.
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Sei X ~ U[0,a] mit a > 0.
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(i) Berechnen Sie die charakteristische Funktion ¢x.

(ii) Ermitteln Sie mit der Momentenformel EX.
(b) Sei X ~ Bin(n,p) mit p € (0,1) und n € N.

(i) Berechnen Sie ¢gin(1,p)-

(ii) Ermitteln Sie ¢x.
Hinweis: Nutzen Sie die Faltungseigenschaft der Binomialverteilung: Falls X1, ..., X, ~
Bin(1,p) i.i.d., soist Yy ,_, Xy ~ Bin(n,p).

(iii) Ermitteln Sie mit der Momentenformel EX und E[X?].

Aufgabe 96.
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, : 2 — R Zufallsvariablen. Sei N : Q@ — N

eine von (X,,),en unabhéngige Zufallsvariable.

(a) Sei X := Xy. Zeigen Sie, dass die charakteristische Funktion von X gegeben ist durch

ox(t) =D P(N =n)-¢x,(t).

Was ist die Verteilung von X im Falle, dass alle X,,, n € N identisch verteilt sind?

(b) Seien nun X; ~ Poi()\), Xy ~ Poi(y) unabhéngig und Poisson-verteilt mit Parametern
A, > 0. Ermitteln Sie ¢x,+x, und daraus die Verteilung von X; + Xs.

Aufgabe 97.
Sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei (Xj)gen eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen.
Definiere S, := = >0 X, fiir n € N.

(a) Berechnen Sie die charakteristische Funktion ¢g, in Abhéngigkeit von ¢y, .

(b) Sei nun X; ~ Cauchy(0,1) mit charakteristischer Funktion ¢x, (t) = e7I*l. Zeigen Sie,
dass S, B x 1. Wieso ist das kein Widerspruch zum starken Gesetz der grofen Zahlen?

(c) Sei nun X; ~ N(0,1). Zeigen Sie, dass ¢g, (t) — 1 fir alle t € R. Was folgt fiir die

Konvergenz von S,,7

2,2

Hinweis: Fiir p € R0 >0 gilt (02 (t) = ete 2.

Aufgabe 98.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Y,, : Q@ — R, n € N Zufallsvariablen. Zur Losung
der Aufgaben sollen Sie den Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen nutzen.

(a) SeienY,, ~ Bin(n,p,) Binomialverteilt mit Parametern p,, € (0,1). Es gelte lim,, o np, —
c € (0,00). Zeigen Sie, dass Y,, schwach konvergiert und bestimmen Sie den Limes.
Hinweis: Fiir Folgen (z,)nen C C mit x, — x € C gilt lim,, (1 + 22)" = e”.

(b) Seien Y,, ~ U|0, a,] gleichverteilt auf [0, a,], wobei (a,)nen eine Folge von reellen Zahlen
1st.

(i) Es gelte a,, — a. Zeigen Sie: Y, A Ul0, al.

(ii) Es gelte a,, — oco. Zeigen Sie mittels der Definition: {P¥" : n € N} ist nicht straff.
Folgern Sie: Y,, konvergiert nicht in Verteilung.
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2 Losungen
Losung 1.
Losung:

(a) Zu zeigen sind fiir ),.; A; die drei Eigenschaften einer o-Algebra:

el

o Fir alle i € I ist € A;, da A; o-Algebra. = Q € ,; A:.

o Sei A € g
A; o-Algebra

o Sei (Ap)nen C (s Ai = Fiirallen e N, i € I gilt A, € A, = Firallei € I
gilt U, en An € Ai = Upen An € Nies Ai-

(b) Wihle Q = {1,2,3,4},
Ay = A{1,2}) = {0,{1,2},{3,4},Q}, Ay = A({1,3}) = {0,{1,3},{2,4},Q}.

Dann sind Aj, Ay o-Algebren (klar), aber

A, = A € A, fir alle i € . A oAb e ¢ A, fur alle 1 € I =

AU A = {0,{1,2},{3,4},{1,3},{2,4},Q}

ist keine o-Algebra, da {1,2},{1,3} € A; U Ay, aber {1,2} U{1,3} ={1,2,3} € A, UAs.
Widerspruch zur o-Additivitéat.

(c) Zu zeigen sind fiir B = f~!(A) die drei Eigenschaften einer o-Algebra iiber X. Im We-
sentlichen vererben’ sich diese direkt von A:

o Ao-Algebraiiber Q = Qe A= X =f1Q) eB.

o Sei BeB= Esgibt Ac Amit B = f1(A) 72 gcc A = Be = f1(A) =
1A% e B.

e Sei (By)neny C B = Fiir alle n € N existiert A, € A mit B, = f~1(A,)
Unen € A= Upen Bn = Unen I (An) = [ Upen 4n) € B-

A o-Algebra
=

Losung 2.

Losung: Eine allgemeine Strategie findet sich in der Losung von Présenzblatt 1, P2.

(a) e {1,2},{1,2,3,4} € £ = {3,4} = {1,2,3,41\{1,2} € A(€)
= {5} =0\{1,2,3,4} € A(&).
Alle weiteren Elemente aus A(E) entstehen durch Vereinigung von {1, 2}, {3,4}, {5}.
Explizite Angabe:

AE) =1{0,{5},{1,2},{3.4},{1,2,5},{3,4,5},{1,2,3,4},Q}.

e (0,3,(1,4 e &= (1,3] =(0,3]N(1,4] € AE)
= (3,4] = Q\(0,3] € A(E)
= (0,1] = Q\(1,4] € A(E)
Alle weiteren Elemente aus A(E) entstehen durch Vereinigung von (0, 1], (1, 3], (3, 4]
(Komplemente sind dann auch enthalten). Explizite Angabe:

A(E) = {0,(0,1], (3,4], (1,3], (0, 1] U (3, 4], (0, 3], (1, 4], 2}.
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e Wir zeigen A(€) = P(N). Es geniigt zu zeigen: P(N) C A(E).
Offensichtlich {1} € £. Weiter fiir k£ > 2, {k} = {1, ..., k}\{1,.... k — 1} € A(E).
= Fiir alle k € Nist {k} € A(E).
Sei A C P(N) beliebig = A = J,c4{k} € A(E). Damit ist gezeigt: P(N) C A(E).

(b) Nachzurechnen sind die drei Eigenschaften einer o-Algebra iiber €

e Q¢ = () ist abzéhlbar = Q € A.
e Sei A€ A= Aoder A® abzihlbar = (A°)¢ oder A¢ abzéhlbar = A° € A.

e Sei (Ap)neny C A = Fiir alle n € N ist A, oder A¢ abzdhlbar
Fall 1: Fiir alle n € N ist A, abzdhlbar = |, oy Ax ist abzdhlbar (abzéhlbare Verei-
nigung abzahlbarer Mengen) = (J, oy An € A.
Fall 2: Es gibt N € N, so dass Ay nicht abzahlbar = A§; abzéhlbar = (1, .y Ar, =
(Upen An)¢ abzéhlbar = o An € A.

neN

Losung 3.

Losung:
(a) Wir zeigen die zwei Teilmengenbezichungen zusammen mit dem Hinweis ganz unten.

o '£CA(EB): Sei A= (a,b) € £ = Aoffen = Ac & C A(Ep).

o &g C A(E): Sei U € &g, d.h. U offen. = Zu jedem x € U existiert r, > 0 mit
(x —ry, o+ 1) C U. Qist dicht in R = Es gibt ¢, € (z — /4,2 + r./4) N Q.
Wibhle s, € (r./4,7./2) N Q. Dann ist (g, — Sz, @x + S2) C (@@ — 72/2,qe +72/2) C
(x — 3ry/4,x + 3r,/4) C U, und = € (qy — Sz, e + Sz) Wegen s, > r./4, ¢ €
(x =71y /4,x 41, /4).
= U= Uer(qgc — Sz, Qx + Sz)-

Es werden nur abzdhlbar viele Mengen vereinigt, da {(¢, — Sz, ¢, + S2) 1 x € U} C

{g—5,q+35):q€Q,s € (0,00) NQ}.
= U =U,ev(€o = S0, + 52) € A(E).

(b) Wir zeigen A(&;) = A(&) = A(&;) = A(E) per Ringschluss
A(E) C A(&) C A(&) C A(&) C A(E). (%)
o £ C A(&): Sei A= (a,b) € £ = (a,b) = U,en(a,b— 1] € A(&).
o & C A(&): Sei A= (a,b] € & = (a,b] = (—00,b]\(—00,a] € A(&).
o & C A(&): Sei A = (—o0,b] € &. Sei b, € Q eine Folge mit b, | b. = (—o0,b] =
Mnen( =00, ] € A(Es).

o & C A(E): Sei A = (—00,q] € &.8ei OBdA ¢ < 0. = (¢,00) = (¢, 1)U, ep, (s n+

(*) folgt nun mit dem Hinweis ganz unten.

Losung 4.

Losung:

(a) Zu zeigen sind zwei Teilmengenbeziehungen.
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o 'A(f7HE)) C fTHA(E)): Wir zeigen 1) f71(E) C fHA(E)) und 2) f~HA(E)) ist
eine o-Algebra. Dann folgt:

2)

A(F7())  AFT(AE)) 2 £ (AE)).
— Nachweis 1): £ C A(E) = f71(E) C fFHA(E)).
— Nachweis 2): Dies folgt direkt aus Blatt 1, Al(c).

o "A(f7HE)) D fFH(A(E)): Wir verwenden einen Trick ("Prinzip der guten Mengen’):
Definiere

C:={CeAE): [HC) € A(f ()}

Wir zeigen: A(E) C C. (Dann: f~1(C) € A(f71(€)) firalle C € A(E), d.h. f~HA(E)) C
A(f7H(E))).

Dazu zeigen wir: 1) £ C C und 2) C ist o-Algebra. Dann folgt ndmlich

AE€) 2 Aic) e

— Nachweis 1): Set E € £ = fYE)e f[71(€) CA(f (&) = EeC.
— Nachweis 2): Dies folgt aus Prasenzblatt 1, P1(c).

(b) Wihle f: R =R, f(z) =2 —c. = Bg+c= f1(Bg).
Fir & = {(a,b) : a,b € R} gilt Bg = A(E) (vgl. Aufgabe 3).
Wir zeigen nun: f~1(€) = &€ (*). Dann folgt

Ba+c= f(Ba) = F1(A€)) L A(F(€)) £ A(E) = Ba.

Nachweis von (*):
o 'C:Sei Ae f1(€E) = Es gibt (a,b) € E mit A= f~1((a,b)) =(a+c,b+c)€&.
e 'O’ Sei (a,b) € £ = f((a,b)) = (a—c,b—c) € E = (a,b) € fHE).
Losung 5.
Losung:
(a) Wahle Q = {1,2,3} und
"= {(2)797{1}7{273}}7 T2 = {®7Qv{1}7{2}7{3}}
Dann sind 71,72 Semialgebren iiber €2, denn:

o ()€ v, klar.

e Alle Schnitte von Elementen aus ~; ergeben entweder () oder 2 und sind daher wieder
in 7; enthalten (i = 1,2)

e Fiir v gilt: {1}°={2,3} € 71, {2,3}c = {1} € 7,
fir v gilt: {1}¢ = {2} U {3} mit {2}, {3} € o, fiir {2}, {3}¢ analog.

Aber 1 Ny = {0,9Q,{1}} ist keine Semialgebra iiber €2, da {1} = {2,3} nicht als
disjunkte Vereinigung von Elementen aus 7, N7, dargestellt werden kann.

(b) Zu zeigen sind fiir A die drei Eigenschaften einer o-Algebra iiber 2:
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e C o-Algebra iiber X = f1(Q)=XelC= Qe A
o Sei A e A= fl(A) e TP 140y = fYA)X € C = A° € A. item
A

C o-Algebra

Sei (Ap)pen € A = Firallen € Nist f71(4,) € C "= f1(U,ex4n) =
UnGN f_l(An> € C = UneN An S A

(¢) Zu zeigen sind die drei Eigenschaften einer o-Algebra iiber T

e Ao-Algebra= Qe A=T=0NT e Ar.

e Sei BeAr = B=ANTmit Ac A" "2 ge = O\ A € A Dann ist (Achtung,
Grundmenge T!) B =T\B=T\A=TnN (T\A) =T N (N\A) € Ar.

e Sei (Bp)peny C Ar = Fiir alle n € N gibt es 4, € A mit B, = A, NT. =
Une Ba = (U 4n) T € Ar.

neN
———
eA

Alternative: Nutze Ubungsblatt 1(c) mit f : T — Q, f(x) = x. Dann ist Ap = {f~*(A) :
A € A} eine o-Algebra.

Losung 6.

Losung: Allgemeine Strategie: Versuche zunéchst, moglichst ’einfache’ Mengen mit moglichst
wenig Elementen aus den gegebenen erzeugenden Mengen zu konstruieren (mit Hilfe der (o-
)Algebren-Eigenschaften). Danach konnen viele weitere Elemente der erzeugten (o—)Algebra
durch Vereinigung erhalten werden und so eine Vermutung iiber die Gestalt der erzeugten
(0—)Algebra aufgestellt werden. Wenn nicht offensichtlich ist, dass die aufgestellte Vermutung
die erzeugte (0-)Algebra ist, muss dies noch nachgewiesen werden.

(a) oBl,BQGAé{Q}:BlﬂBQEA.
= {1} = Bi\{2} € A, {3} = B,\{2} € A
= {4 =N({1}u{2u{3h) € A
Mit endlichen Vereinigungen kann aus {1}, {2}, {3}, {4} nun jede Teilmenge von 2
konstruiert werden

= A="P(Q).

e B, Be A= {2,3} =B NBy,e A
= {1} =B1\{2,3} € A, {4} = Q\B, € A.
{2, 3} konnen nicht weiter aufgetrennt werden.
Damit ist

A={ACQ:{2,3)} C Aoder {2,3} € A%} = {0, {1},{2,3}, {4}, {1,4}, {1, 2,3}, {2, 3,4}, Q).

e Fiir alle k € {2,...,n} ist {1,k} € £.
= {1} ={1,2} n{1,3} € A(E)
= {k} ={1,k}\{1} € A(€) fur k € {2,...,n}.
Mit endlichen Vereinigungen kann aus {1},...,{n} nun jede Teilmenge von 2 kon-
struiert werden
= Vermutung: A(E) = P(9).
Beweis: 'D’ haben wir soeben gezeigt.
'C’: ist klar, da A(E) stets Teilmenge von P(€2).
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e Firallene N, n>2ist {n}={n—1,nfNn{n,n+1} € G(&).
= {1} = {1,21\{2} € G(&)
Mit endlichen Vereinigungen kann aus {k}, k € N jede endliche Teilmenge von
konstruiert werden; durch Komplementbildung ist auch jede Menge enthalten, deren
Komplement endlich ist.
= Vermutung:

G(E) ={A C N: A endlich oder A° endlich =: G

Beweis: "D’ haben wir soeben gezeigt.
'C’: Dafiir geniigt es zu zeigen, dass G eine Algebra mit £ C G ist. (dann folgt
G(E) = Ngagebra mit ¢ c ¢ ' C G, da man G’ = G im Schnitt wihlen kann).

—&CGistklar,da Ae F= A= {nn+1} fir ein n € N = A endlich =
Aeg.
— @ ist eine Algebra iiber 2 = N, denn:
* N¢ = () ist endlich = N € G.
x A€ G = Aoder A° endlich = (A°)¢ endlich oder A endlich = A° € G.

x A, B € G = A oder A¢ endlich, B oder B¢ endlich.
Fall 1: A, B endlich = AU B endlich = AUB € G.
Fall 2: eine der Mengen A, B nicht endlich = A¢ oder B¢ endlich = (AU
B)¢ = A°N B¢ endlich = AUB € g.

Losung 7.

Losung:
(a) Wir zeigen zundchst A(&;) = A(E) = A(E;) = A(E) per Ringschluss
A(E) C A(&) C A(&) C A(&s) C A(€B) (%)
Da bereits bekannt ist, dass A(E) = A(Ep), folgt damit dann die Behauptung.

° £ CA): Sei A= (a,b) € E = (a,b) = U, enla+ £,b— 1] € A(&).

e & C A(&): Sei A = [a,b] € &;. Seien ay,,b, € Q Folgen mit b, | b, a, T b =
[a,b] = Mpenlan, 0] € A(E2).

o 'E C A(E;): Sel A = [a,b] € & mit a,b € Q. = A kompakt = A € & C A(E3).

e & C A(€p): Sei A € &, d.h. A kompakt = A abgeschlossen = A¢ offen =
A e A(Eg).

(*) folgt nun mit dem Hinweis ganz unten.

Losung 8.
Losung:

(a) Zu zeigen sind zwei Teilmengenbeziehungen. Wir wéhlen das Erzeugendensystem £ =
{(a,b) : a,b € R} von Bg.

e 'Br C c-Br’: Wir zeigen 1) £ C ¢- Bg und 2) c¢- By ist eine o-Algebra iiber R. Dann

folgt:
1

By — AE) & Alc-By) L ¢ Be.
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— Nachweis 1): Sei (a,b) € €. Es gilt (%,2) € Br = (a,b) =c- (%,%) € c- Bp.
— Nachweis 2): Nachzurechnen sind die drei Eigenschaften einer o-Algebra:
x R=c-Rec-Br = Rec- Bg.
x A€ c-Bgr = A=cB mit einem B € Bg = A° =B € ¢- B (da B € Byg).

% (Ap)nen C ¢ - Bgr = Fiir jedes n € N gibt es B,, € Bg mit A, = c¢- B, =
Unen An = ¢- U, en Bn € ¢+ Br (da U,,cy Bn € Br).

e 'Br D c- Bg’: Wir verwenden einen Trick ("Prinzip der guten Mengen’): Definiere
C:={BeBr:c-Be B}

Wir zeigen: Bg C C. (Dann: ¢B € By, fiir alle B € Bg, d.h. ¢ Bg C Bg).

Dazu zeigen wir: 1) £ C C und 2) C ist o-Algebra. Dann folgt ndmlich

1) 2)
Br = A(E) C A(C) =C.

— Nachweis 1): Sei (a,b) € £ = ¢ (a,b) = (ac,bc) € Bg = (a,b) € C.
— Nachweis 2): Dies folgt dhnlich wie oben in Nachweis 2).

Alternative Beweismdglichkeit: Nachweis wie in Abgabeblatt 1, A4(b) mittels A4(a) und
flz) =2

(b) Beweis durch Widerspruch: Angenommen, es existieren w,w € Q mit w # @ und fiir alle
E € & gilt [g(w) = [g(w). Definiere

B:={AcA€):I4(w)=I4(@)} ={A€ A(€) : w,0 € A oder w,w € A°}.

Dann ist {w} &€ B (per Definition von B), &€ C B (Widerspruchsannahme), und B eine
o-Algebra tiber €2, denn:

e wweN=0eRB,

e AeB=w,be€ Aoderw,w € A° = w,w € (A% oder w,w € A° = A° € B,

o (A))neny C B = Fiir allen € N gilt w,w € A, oder w,w € AS.
Fall 1: 3N € Nmit w,0 € Ay = w,© € ey An = U,en 4n € B.
Fall 2: Vn e N: w, @ € AL = w, @ € [,en A% = (UneNAn> = U, en 4n € B.
Damit folgt
ECB Bo-Algebra

P(Q) =A(E) C AB)
Das ist ein Widerspruch zur {w} & B.

B.

Losung 9.

Losung:
(a) Seien A, B € A mit A C B. Dann gilt:

Nichtnegativitat Mafs: > 0
>

wB) L pAUB\A) = p(A) + u(B\A) > u(A)
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Jnen C A. Dann definiere fiir n € N die Mengen B, = A,\ UZ;; Ay (wobei

(b) Sel ( n
:=()). Damit gilt

die B,, sind paarweise disjunkt, U A, = UB”’ VneN: B, CA,.

neN neN

Mit diesen Hilfsmitteln folgern wir:

B, C A, und (a)

u<UAn> - u<UBn> AL Mab S (B,) < S (A

neN neN neN neN

(c) Gegenbeispiel: Betrachte den Mafraum (N, P(N), 1), wobei u das Zéhlmaf ist. Die Men-
gen A, :={keN:k>n}={n,n+1,n+2 ..} erfillen:

M(An)Z#An:OO, vneN:AnDAn+17 A:: ﬂAn:®7

neN

d.h. alle Voraussetzungen bis auf p(A;) < oo sind erfiillt. Es gilt aber

lim pi(Ay) = lim 0o = oo # 0 = () = p(A).

n—oo

Losung 10.
Losung: (a) Firn e N={1,2,...}, m € Ny ={0,1,2,...} gilt

n-u<<0,%}> p translat.-inv. Z‘;M((mz;lmﬂ)

PR 0 m) " B Y (- L)

p translat.-inv.

m - u((0, 1).
Es folgt
p((0.2]) == u((0.1))

bzw. fiir jede rationale Zahl ¢ € Q,q > 0:

1((0,q]) = q - u((0,1]).

(b) Nun sei » € R, > 0 eine beliebige reelle Zahl. Es existiert eine monoton fallende Folge
(Gn)nen C Q von rationalen Zahlen ¢, > 0 mit g, | r. Die Mengenfolge (0, ¢,]nen ist antiton,
daher gilt mit der Stetigkeit des Mafes von oben, u((0,q]) < u([0,q1]) < oo (u Borel-Maf)

und (,,en(0, ¢n] = (0,7

p((0.7]) = (ﬂ(o,qn1> — lim (0. 0u]) @ Timn [g,- (0.1 = - (0,1,

neN
Fiir a,b € R, a < b beliebig folgt

p translat.-inv.

p((a, b)) p((0,6 —al) = (b —a) - u((0,1)).
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(c) Mit ¢, := p((0,1]) € [0,00) gilt fiir alle (a,b] € € := {(a,b] : a,b € R,a < b} wegen (b):

p((a, ) = u((0,1]) - (b= a) = ¢, - Al(a, b]). (1)

Laut Voraussetzung ist ;¢ ein Maf auf (R, Bg). Laut Hinweis ist ¢, - A ein Mak auf (R, Bg). (1)
bedeutet, dass
p(A) =c, - AMA) fir alle A € €.

Es ist bekannt, dass £ ein N-stabiles Erzeugendensystem von By auf R ist. Weiterhin gilt

R:U(Z,z+1], (z,z+ 1] € €&,

2€7Z

und p((z,z + 1)) = u((0,1]) < 00, A((z,2 +1]) = 1 < oo fiir alle z € Z ist auch die letzte
Voraussetzung von Satz 1.21(a) erfiillt. Es folgt u = ¢, - A auf Bg.

Losung 11.

Losung: (a)

o Zeige A(E) = P(Q): Wir wissen, dass {{a,b},{b,c}} = & C A(E). Damit {b} = {a,b} N
{b.c} € A(E), {a} = {a,b}\{b, ¢} € A(E), {c} = {b,c}\{a, b} € A(E), {d} = Q\({a,b} U
{b,c}) € A(E).

Q) endlich = Fiir beliebiges A € P(Q) gilt A = [J, 41k} € A(E).
= A() =P(Q).

e Definition von Wahrscheinlichkeitsmafsen py, o auf (©2, P(2)): Die Mafe 1, p2 sind durch
Angabe ihrer Werte auf 2 = {a, b, ¢, d} eindeutig bestimmt. Wir wéhlen:

p{a}) = m({8}) = m({e}) = pm({d}) = 7.

sowie
1

pa(la}) = pa({ch) =0, pa({b}) = w2({d}) = 5.

Dann gilt tatsichlich p; (©2) = p2(2) = 1, d.h. py, po sind Wahrscheinlichkeitsmafie. Weiter
ist

pmfa,0}) = m({a}) +m{0}) = 5 = mw({a})+m{o}) = p({aeb}),
p{be}) = me) +m{ch) = 3 = (b} +m({cy) = m{be}),

also VE € & : 1 (E) = pe(F), aber offensichtlich sich p, o nicht identisch auf (€2, P(Q2)).

N N

e Satz (1.21) ist hier nicht anwendbar, weil £ nicht N-stabil ist: Es ist {a,b}, {b,c} € €&,
aber {a,b} N{b,c} = {b} £ €.

o Zeige A(E) = P(Q): Wir wissen, dass {E, :n € Z} =& C A(E) ist, und dass A(E) eine
o-Algebra ist.
Wir schliefsen fiir n € Z:

E.,.E,1€A) = ﬁ = ((—oo,n] ﬂZ) N ((n —1,00) ﬂZ) =E,NE;_| € AE).
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Sei A C P(Q2) beliebig. Dann gilt

A abzéhlbar, A(£) o-Alg.
A = | c A(E).
~—

Damit folgt P(Q2) = A(E).

e Definition von o-endlichen Mafsen py, po auf (,P(€2)): Wir definieren die Mafse g1, pis
durch
VA e P(Q): pi(A) :=|A] (Zahlmak) po(A) == 2-|Al.

Dann sind 4, o nicht identische Mafe auf (£2, P(Q2)).
Wiéhlen wir (A, )nez C P(Q2) mit Vn € Z : A,, ;= {n}, so gilt:

VneZ: w(A,) =1<o00, u(4,) =2<o0, ZAn:Q.

neL

Das bedeutet, dass j, 1o o-endliche Mafe sind.

e Satz (1.21.(a)) ist nicht anwendbar, denn: fiir je zwei Elemente A, B € £ gilt: AN B # ()
und A # €). Das bedeutet, das Erzeugendensystem £ enthélt selbst keine disjunkte Folge
(Ap)nen € € mit Y A, = Q. Mit anderen Worten: juy, 1o sind zwar o-endlich auf
P(N), aber nicht auf &.

Satz (1.21.(b)) ist nicht anwendbar, weil py, po keine endlichen Mafe sind.

Losung 12.

Losung:
(a) Zu zeigen sind die drei Eigenschaften einer Verteilungsfunktion:
(1) Seien z,y € R mit x < y. Dann gilt (—oo, 2] C (—o0,y], und somit:

Monotonie Mafs A5(a)
Fu(x) = p((—o0,z]) < p((=o0,yl) = Fu(y)
Also ist F), monoton wachsend.

(2) Sei zp € R und (x,)nen € R eine monoton fallende Folge mit x,, \, 2o (n — 00).
Dann ist (A,)nen C Bg mit A, := (—o0, z,,] eine Folge von Mengen mit:

1 W-Mak
Ani CAn, [ An= (=002,  p(4) < 1<oo.

neN

Damit folgt:

lim F)(x,) = lim pu(A,)

n—oo n—oo

Stetigkeit Mafl von oben
glelt A% " (ﬂ An) = (=00, 20]) = Fa(ao).

(3) Sei (z,,)nen C R eine monoton fallende Folge mit x,, \, —oo. Dann ist (A,,)n,eny C Br
mit A, := (—o0, x,] eine Folge von Mengen mit:

 W-Maf
An—H C Ana ﬂ An = ®7 H(Al) < 1 < o0,

neN
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und es gilt:

lim F, () = lim pu(Ay) Stetigkeit M:aﬁ von oben M (ﬂ An) ) H 1\:/Iaf§, 0.

n—oo n—oo
neN

Also ist lim,_,_o F,(z) = 0.
Ist (2,)nen C R eine monoton wachsende Folge mit z,, /* co. Dann ist (A, )nen C Br
mit A, := (—o0, x,] eine Folge von Mengen mit:

Ay C A, JA =R

neN
und es gilt:
lim F(z) = lim u(A,) Stetigkeit Mgﬁ von unten " (U An) — u(R) 1 W;Maﬁ 1

Also ist lim,_, F,(x) = 1.

e Sei pu ein W-Mak. Wir zeigen: pp,) = p auf Bg.
Dazu zeigen wir: jup,) = p auf € = {(a,b] : a,b € R}. Da pyp,y, o W-Mabe (p(r,)
W-Mafs nach 1.24(b)) und € N-stabil, folgt mit Mafkfortsetzungssatz (Eindeutigkeit)
1.21(]3): W) = W auf A(L‘:) = BR.

Seien a,b € R beliebig. Dann gilt:
5, ((0,6]) = Fu(b)—Fy (@) = u((—50, b)) u( (0, ]) = pu((—00, b\ (0, a]) = pu((a, ]).

e Sei F' eine Verteilungsfunktion. Sei z € R. Dann gilt

Fyp () = pr((—00, 2]) = pp (U (—"afc]>
Stetigkeit Mak von unten lim jup((—n,2]) = lim (F(:v) _ F(—n))

n—o0 n—oo

F Vert.-Fkt., Eig. (3) F(z)
= ).

Daraus folgt F' = F),,, auf R.

F} ist stetig. Prop. 1.26 = up ({1,3}) =0,
i ([3,5)) = i ((3,5]) = Fi(5) — Fi(3) = [ e ¥Iyopdy = [—e )} = e7® — e 7.

F, ist nicht stetig (d.h. wir miissen 'genauer’ rechnen): Wir nutzen Regeln aus Prop 1.26
und Présenzblatt 2, P8(a):

pr(la,b]) = F(b) —lim F(z), pr({a}) = F(a) — lim F'(z).

zTa

Damit:

pr[3.5)) = Fo(5)  lim Fa(a)

Hier ist limg4z Fy(z) = F3(2), d.h. pg,([3,5]) = Fo(5) — F»(2) =275 + 274 + 273
Auferdem:

pr({1,3}) = nr({1}) + 1r({3}) = (F2(1) — F2(0)) + (F2(3) — Fa(2)) = 27" + 277
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Losung 13.
Losung:
(a) Esist B=(B\A)U(AN B) (disjunkte Vereinigung)
o-Add.
o )” #(B) = W(B\A) + u(AN B)
ANB)<oo
ST W(B\A) = u(B) — p(AN B).

(b) Es gilt AU B = AU(B\(A N B)) (disjunkte Vereinigung).
o-Add.
00 (AU B) = p(A) + u(B\(AN B))
Fall 1: u(ANB) < oo: (a) = pu(AUB) = u(A)+u(B) — (AN B), das ist die Behauptung,.
Fall 2: u(A N B) = oo: Blatt 2, A5(a) (Monotonie) = p(A) > u(ANB) = o0 =
(AU B) + (AN B) = oo = u(A) + pu(B).
(c) Konstruktion: B, = A,\A,_1 (n > 2), By = A; paarweise disjunkt und J, .y A4n

UnGNBn'
o-Additivitat p =

(Ua) = n(U,q0)

neN

= > u(B) @ lim Y {u(Ay) — p(A )} + p(A) =T Tim pu(A,).

n—oo
neN

Achtung bei Schritt (a): Hierfiir miissen wir zu Beginn annehmen, dass Vn € N : u(A,) <
oo. Dies ist auch sinnvoll: Angenommen es ex. N € N mit pu(Ay) = oo, so ist (Monotonie
Blatt 2, A5(a)): u(A,) > u(Ay) = oo fiir alle n > N und pu(U,,cy An) = p(Ax) = 00 =
N(UneN Ay) = 00 = limy, 00 f1(An).

Losung 14.
Losung:

(a) Esist [a,b] = ,en(@ — =, 0], daher mit der Stetigkeit von oben:

;w@wngﬁuﬂm—%mpzﬂm—anm_ly:mm_mnm@.

n—o00 n zta

Damit folgt direkt
nr({a}) = pr(la a]) = F(a) —lim F(z).
(b) e Da A cg-additiv ist, gilt
A((0,1]U (2,3]) = A((0,1]) + A((2,3)) =1+ 1=2.

e Laut Proposition 1.26 gilt direkt A((1,2)) =2—-1=1.

e Es ist mit Stetigkeit des Mafes von unten:

MpmmD_A<U@mﬂ>_nmAmmmD_nmn_m.

n—oo n—oo
neN
(hier konnte man auch o-Additivitat benutzen).
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Es gilt direkt nach Proposition 1.26: A({0}) = 0.
Es gilt mit der o-Additivitdt und der Abzahlbarkeit von Q:

AQ) = A (U{q}) =3 A({gh) VAV g =,

qeQ q€Q q€Q

Es gilt mit P5(a):
A([0, TNQ) = A([0, 1]) = A([0, ] n Q) =1,

da 0 < A([0,1] N Q) < ANQ) = 0 und A([0, 1]) = A((0,1]) = 1.
Es ist (zdhle einfach die Elemente der Menge, vgl. Beispiel 1.25.):

pz({1,2,3}) = |{1,2,3}| = 3, pz({n € N:n gerade}) = [{n € N : n gerade}| = occ.

(c) Fy ist stetig. Prop. 1.26 = g ({2,3}) =0,
5 _ _ _
i (2,5)) = s (2,5]) = Fa(5) — Fy(2) = J§ Blandy = [~y J§ =271 — 51

F; ist nicht stetig (d.h. wir miissen ’genauer’ rechnen): Wir nutzen Regeln aus Prop 1.26
und Prisenzblatt 2, P8(a):

pr(la,b]) = F(b) —lim F(z), pp({a}) = F(a) —lim F(z).

zta
Damit:
Nqu275D 2255(5)_‘5¥3I§(I)
Hier ist lim,qo Fy(2) = Fa(1), d.h. pp([2,5]) = Fa(5) — Fy(1) = 52 + 42 + 3% + 22,
Aufllerdem:

e ({2,3}) = e ({2}) + ue({3}) = (F2(2) — F2(1)) + (Fa(3) — F5(2)) = 2° + 3%
Losung 15.
Losung: Sei c € R fest gewéhlt.
(a) Zunéchst definieren wir
v:Bgr — [0,00], v(B):=A\B+c).

Trick: Wir zeigen, dass v = A auf Bg, dann folgt sofort \(B) = A(B + ¢) fiir alle B € Bg.
Dafiir nutzen wir den Mafsfortsetzungssatz, Teil Eindeutigkeit, d.h. Satz 1.21(a).

v ist ein Maf, denn:
o (D) =A0+c)=A0) X% 0.

A Mafs
e Fiir alle B € By gilt v(B) = A(B+¢) > 0.

e Scien (B,)nen C Bgr paarweise disjunkt. Dann gilt (B,, 4+ ¢)nen ist auch paarweise
disjunkt, und

U _ B =M Bato) =2

neN

(But0)) PEES TN B+ 0) =Y w(B).

neN neN

ne
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Definiere £ = {(a,b] : a,b € R}. Dann gilt:

o A(E) = Bg,
e Fir alle E = (a,b] € & gilt:

v(E)=v((a,b]) =X(a+c,b+¢c])=(b+c)—(a+c)=b—a=N(a,b]) = \(E).
e & N-stabil, und £, := (n,n+ 1] € €, n € Z erfiillt
UneNEn R, AE) =1,u(E) = M(n+ent+1+d) =1 < oo,
Maffortsetzungssatz 1.21(a) ist nun anwendbar und liefert v = X auf Bg.

Losung 16.
Losung:

(a) Die Aussage ist falsch. Wihle zum Beispiel Q = {a,b,¢,d} und & = {0, {a}, {0}, {c}}.
Dann ist £ N-stabil (alle nichttrivialen Schnitte von Elementen aus & ergeben )) und
offensichtlich ist A(E) = P(2) (Nutze {d} = ({a} U {b} U {c})¢ € A(E) und vereinige
dann die Mengen {a}, {0}, {c}, {d}, um jede beliebige zu erhalten). Definieren wir aber

v=0, p({a})=p{b}) = p({c}) =0, u({d}) = 1,
so gilt zwar u < v auf £, aber nicht p < v auf A(E) = P(Q), denn p({d}) > v({d}).

(b) e Esgilt A(€) = P(N), denn: Fir k € N, k > 2 ist {k} = {k,k + 1}\{k — 1,k} €
A(E). Damit auch {1} = {1,2}\{2} € A(€). Ist A € P(N) beliebig, so folgt A =
Ukealk} € A(E). Wir haben gezeigt: P(N) C A(E), d.h. P(N) = A(E).

e Definiere y11(A) = |A] und

0, k ungerade,

p2({k}) == {

2, k gerade.

(dadurch Mafs eindeutig bestimmt wegen o-Additivitat und Abzahlbarkeit von ).
Offensichtlich ist py # po.

e Firalle k € N: py({k,k+1}) =2 = po({k, k + 1}), d.h. fir alle E € € : 1y (F) =
p2(E).

® /i1, 1o sind o-endlich (mit Mengen aus £): Wahle Ey, = {k, k+ 1}, k ungerade. Dann
sind Ej, k ungerade paarweise disjunkt und

U  E=N (B = p(E) =2 < oo

keN,k ungerade

e Grund (sowohl in 1.21(a) als auch 1.21(b)): £ ist nicht N-stabil.

Losung 17.

Losung:
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(a)

Hinweis = € = {[a, 0] : @ € R} erfiillt A(£) = Bg.

Definiere X := inf,cy X,,. Wir zeigen X1(£) C A (Vorl:eiung X ist (A, Bp)-messbar, d.h.
messbare numerische Funktion).

Sei E = [a,00] € £ mit a € R beliebig. Zu zeigen: X }(E) € A. Es gilt

X HE) = {weQ:inf X,(w) € [a, 0]}

neN

= {weQ:inf X,(w) > a}

neN

—
*

! fweQ:¥neN: X, (w)>a}
= ﬂ {weQ: X,(w) >2a} €A

neN

=X, Y([a,00])€A (X, messb. num.)

Achtung: Das Erzeugendensystem {(a,00] : a € R} hitte man nicht fiir den Beweis
nehmen kénnen, da dann alle obigen >’ in den Mengen zu >’ werden und in (x) dann
keine Gleichheit, sondern nur noch 'C’ gilt.

Wir zeigen wie in (a): 757 (&) C A mit & = {[~o0,a] : a € R}.

Sei E = [—00,a] € & mit a € R beliebig. Zu zeigen: 75" (E) € A. Es gilt

sH(E) = {weQ:mpw)<a}
= {weQ:ImeNn<a: X,(v) € B}
= {weQ: X, (w)eB} €A

neN,n<a

=X, ' (B)€A (X, messb. num.)

Wiéhle (€2, 4) = (R, Bg). Sei C' € P(R)\Bg. Definiere die Funktionen X, » € R durch
X, = —]I{r}, r e C, X, =0, r € C.
Dann sind X, r € R messbare numerische Funktionen, denn:
o fir r ¢ C: X, = Iy ist Indikator einer Menge {r} € A (daher X '(Bg) =
{0, {r}, Q\{r},Q} C A),
o fiir r ¢ C: X, =0 ist konstant (daher X, '(Bg) = {0,Q} C A).

Aber
inf XT = —Hc,

reER
denn fir w € C: (inf,eg X,)(w) = inf,cp( X, (w)) TEC 1 und fiirw ¢ C: (inf,ep X,)(w) =
inf,cr(X,(w)) = 0.
Es gilt also (inf,cr X,) ' (Bg) = {0, C,Q\C,Q} ¢ Bg, da C ¢ Bg.

(d) Dar+— X, (w) fir alle w € Q stetig ist, gilt:

inf X, = inf X,.

reR q€eQ

20



Beweis: "<’: Klar, linkes Infimum wird {iber mehr Elemente gebildet.
> Wir zeigen: Fiir alle r € R ist X, > inf g X, (dann folgt inf,cr X, > inf cq X,,).
Sei r € R beliebig. Dann gibt es Folge (¢n)ney € Q mit ¢, — r. Es folgt X, =

r—X,(-) stetig . .
Xlimn—»oo qn = hmn_>00 XQn 2 Hlfqé@ X‘I'

Nun geht der Beweis wie in (a), da QQ abzdhlbar ist: Definiere X := inf,cgp X, = inf,cq X,.
Wir zeigen X 1(€) C A.

Sei E = [a,00] € £ mit a € R beliebig. Zu zeigen: X~ !(E) € A. Es gilt

XYE) = {weq: quelaqu(w> € [a, 0]}
{we: ;g(qu(w) > a}

—~
*
~

{weQ:VgeQ: X,(w) > a}
= N {weQ: X (w)>a} €A

€@ =X, (Ja,0])€A (X4 messb. num.)
Losung 18.
Losung:
(a) "=": Seii € N. B € B beliebig. Zu zeigen: (X|4,) ' (B) € Al4, = AN A;.

Es gilt
(X

4) H(B)=X"YB)NA; € Alo, = {ANA;: Ac A}
——
eA
"<": Sei B € B. Zu zeigen: X }(B) € A.

Es gilt

X' B) =X B)NY A;=> (X'(B)NA) =) (X[s)'(B) € A

€N ieN ieN €A|AZ~C-A

Wiéhle £ = {U C Q: U offen in (€2, d)} als Erzeugendensystem von Bg. Definiere
fiA=Q fw=w
als natiirliche Inklusion von A in 2. Dann gilt

&) = {fYB): Boffen in (Q,d)}
= {BnNA:Boffenin (2,d)} ={B C A: Boffenin (A,daxa)}. (2)
Weiter ist
' (Ba)={BNA:B¢cBy}=BanA. (3)
Damit:
Blatt 1, A4(a)

BonA 2 11(Bg) = [H(A(€))
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(c) Sei £ ={U C X : X offen in X} = By = A(E).

()

Wir zeigen: (X |4)"H(E) C Ba = Bq|a (dann folgt, dass X |4 (Bg|a-By-messbar).

Sei U € & beliebig. = U offen ~ = (X[ ,)1(U) ist offen in A = (X|4)"'(U) € Ba.

Losung 19.

Losung:

(a) (i)

Betrachte die Funktionenfolge (f,,)nen mit
i -1 1 1
[ R=>R, fulz):= {Sm(m ) .
x —_— —_—

VL 1.35 oder A10(c
=

Fiir alle n € N gilt: f, stetig ) fn ist (B, Br)-messbar. (*)

Weiter gilt:
VeeR: f(z)= lim f,(x), d.h. punktweisef,, — f.

n—oo

VE LG f ist (Bg, Bg)-messbar als Limes (Bg, Bg)-messbarer Funktionen (**).

Achtung: Eigentlich muss der Schluss (**) etwas genauer begrindet werden: Aus (*)
folgt: f,, sind auch messbare numerische Funktionen, vgl. VL 1.40. VL 1.41(1) liefert
nun: f ist messbar numerisch (d.h. (Bg, Bg)-messbar). Da f aber nur Bildbereich R
hat, ist f auch (Bg, Br)-messbar.

Im Kontext von Aufgabe 10 wihlen wir die disjunkte Zerlegung A; := R\{0}, Ay :=
{0} von R, d.h. A; U A, =R.
=

fla, : AL = R, fla, (z) = sin(z™)

ist stetig AL fla, (Brl|a,,Br)-messbar.

=
flas : A2 = R, fla,(2) =0

A
ist ebenfalls stetig als konstante Funktion ) (Br| 4, , Br)-messbar. (Natiirlich ist
fla, als konstante Abbildung trivialerweise sowieso messbar).

= f (Bg, Br)-messbar.

(b) Fiir n € N definiere

k=1

= g, primitive Funktion = g, messbar numerisch

VL 1.41(ii
L4 (i)

g = lim,,_, g, ist (Bg, Bg)-messbar als Limes (Bg, Bg)-messbarer Funktionen.

Bildbereich von g ist R = g ist (Bg, Br)-messbar.
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(c) Da h: R — R differenzierbar ist, gilt fiir alle x € R:

h Ly_p
W) = tim T 0) )
n—00 >
Die Funktionen
h(z + +) — h(x)

hy :R—=R, hy(z):=

sind fiir festes n € N stetig, da h differenzierbar ist (also auch stetig).
L, (Bgr, Br)-messbar, damit messbar numerisch.

VL 1.41(ii) . ) .
= ' h =lim,_, h, ist messbar numerisch

Bildbereich von h ist R = h (Bg, Bg)-messbar.

Losung 20.

Losung:

(a) Essind f*, f~ : R — R gegeben durch

L=z, Jz] <1,

= (1 — |x|)z<1r,
0. > 1 (1 — |2 {z1<1y

fH(x) = max{f(x),0} = max{l — |z|,0} = {

0, z| <1,

= (|z| — Dfiz>11-
ol 1, ol >1 e

[T (x) = max{—f(x),0} = max{|z|] — 1,0} = {

(b) Die Formel aus dem Beweis von Satz 1.44(i) fiir die primitive Funktion f : R — R,
n € N lautet:

n2™ .

7 —1
fr)=>" o Ll <t )< () + 10 Daipt @yzny-
j=1

Fiir n € N, n > 2 verschwindet der letzte Summand. Weiter gilt

j—1 J
o < fM(@) = 1 — |2y < on
2 .
= ]2n §1—\x!<2‘7—n, 1<j<2+1
- .
<:>1—‘72—nz|:cy>1—2]—n, 1<j<2+1

(7 muss formal bis 2" + 1 und nicht bis 2" gehen, da f(0) = 1 sonst nicht enthalten ist).

Es folgt:
PLER

j—1
fi@) = Y ol gt c1e g (@)
i=1

on
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(c) Definition Mafintegral, (b) =

2741 .

—1 J J—1 J—1 J
TaN = / /\<1——1——U—1 —, -1 —)
s =12
0, j=2"+1
277,
2 gy SRR 2 (2n - 12" 1
— —_— —]_ — _— = _ —

j=1

(d) Definition Makintegral, (c) =

/f+dA = lim [ ffd\= lim [1 - 2*”} ~ 1.
n—oo

n—o0

Es gilt [ f~d\ = oo (folgt sofort aus [~ > I ).
= [fd\=[frdr— [fdA=1— o0 = —co.

Losung 21.

Losung:

(a) Hinweis = £ = {[~00,a] : a € R} erfiillt A(E) = Bx.

Definiere X := sup, ey X,,. Wir zeigen X 1(€) C A (Vorlzegung X ist (A, Bg)-messbar, d.h.
messbare numerische Funktion).

Sei E = [~o0,a] € £ mit a € R beliebig. Zu zeigen: X }(E) € A. Es gilt

X

—
*
~

{w e Q:sup X, (w) € [—00,al}

neN

{we Q:sup X, (w) <a}

neN

{weN:¥neN: X, (w) <a}

N

neN

{fweQ: X,(w)<a} €A

=X, }([~o0,a])€A (X, messb. num.)

Achtung: Das Erzeugendensystem {[—o0o,a) : a € R} hdtte man nicht fiir den Beweis
nehmen konnen, da dann alle obigen "<’ in den Mengen zu <’ werden und in (x) dann
keine Gleichheit, sondern nur noch 'C’ gilt.

(b) Wir zeigen wie in (a): 771(&) C A mit & = {[a, 0] : a € R}.

Sei E = [a,00] € & mit a € R beliebig. Zu zeigen: 77'(E) € A. Es gilt

7 HE)

{weQ:
{we:

U

neN,n>a

7(w) = a}
dneNn>a:X,(w) >0}
{fweQ: X,(w) >0} €A

X1 ((0,00])€A (Xp, messb. num.)
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(c) Wahle (2, 4) = (R, Bgr). Sei C' € P(R)\Bg. Definiere X durch

- _’w’7 w Q C.

(alle positiven Funktionswerte von X kommen durch Argumente aus C, alle negativen
aus C°).

Dann ist fiir alle ¢ € R: X~ '({c}) € Bg, denn X~ '({c}) C {c, —c} ist hochstens zwei-
elementig (detaillierte Berechnung von X ~!({c}) ist weder notwendig noch hilfreich zum
Versténdnis) und wir wissen, dass endliche Mengen in Bg enthalten sind.

Aber X ist keine messbare numerische Funktion, denn (falls o0BdA. 0 ¢ C', sonst nehme
X7H[0, 00])): X7H((0,00]) = C & Bg.

Losung 22.

Losung:

(a) VL zwischen 1.38/1.39 = £ = {[—00, a1] X [—00,as] : a1, ay € R} erfiillt A(E) = Bee.

Wir zeigen: Z71(€) C A. (VL:L?’S 7 ist (A, Bg2)-messbar, d.h. 2-dim. messbar numerisch).

Sei F = [—00,a1] X [—00,as] € &.
=

Z7HE) = (X,Y) (|00, a1) % [~00,as)) & X~!([~00,ai]) N Y} ([~00,as]) € A.

J/

-~

—~
€A (X messb. num.) €A (Y messb. num.)

(Nicht detailliert vorrechnen) (*) gilt allgemein: (X,Y) 1 (A; x Ay) = X1 (A))NY 1(Ay),
denn:

e wE(X,Y) (A x Ay) = (X(w),Y () = (X, V)(w) € A1 x Ay <= X(w) € Ay,
Y(w)€ Ay <= we X1 A) undw e Y H4A,) & we X HA)NY(Ay).

VL zwischen 1.38/1.39 = £ = {[~0c0,d] : a € R} erfiillt A(E) = Bg.
Wir zeigen: Z71(€) C A. (VL:1>'33 Z ist (A, Bg)-messbar, d.h. messbar numerisch).

Sei F = [—00,a] € £.

Es folgt:
z4E) Y ( xYE) nAU( Y UE) nAYeA
——— ———
€A (X messb. num.) €A (Y messb. num.)

(Nicht detailliert vorrechnen) (*) gilt allgemein: w € Z 1 (F) <= Z(w) € E < (w e A
und Z(w) € E) oder (w € A° und Z(w) € E) <= (w € A und X(w) € E) oder (w € A
und Y (w) € E) <= we (X YE)NA) U (Y YFE)N A°).
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(¢) Wir nutzen (b) mit (22,4) = (R, Bg). Mit X(w) =w, Y(w) = —wund A = (0,00) € A

gilt f =2 (Z aus (b)).
Es bleibt zu zeigen, dass X, Y messbar numerisch sind.
Beweis: X,Y : R — R sind stetig % X,Y (Bg, Br)-messbar = X, Y messbar numerisch.

Achtung 1: Im Grunde hdtte man auch sofort mit der Stetigkeit der Abbildung argumen-
tieren konnen, in dem Sinne war die Aufgabe schlecht gestellt. Wire diese aber nicht
stetig gewesen (z.B. —x — 1 fir x <0), hdtte obiges Argument genauso funktioniert; das
Stetigkeitsargument aber nicht mehr.

Achtung 2: Es gibt hier einen Unterschied zu A10(a),(c): Aufgrund der einfachen Struktur
von f konnten wir X,Y ablesen und jeweils getrennt auf ganz Q@ = R (stetig) definieren,
obwohl z.B. X gemdf$ der Definition von f eigentlich nur auf (0,00) bekannt ist. Dies ist
nicht immer maglich. A10(a),(c) liefert eine Mdaglichkeit, wie man Messbarkeit ohne solch
eine globale Fortsetzung fiir X, Y zeigen kann.

Losung 23.

Losung:

(a)

(i) Betrachte die Funktionenfolge (f,,)nen mit

a7 x| >

fn: R—=R, fu(x) ::{ )

n'z, [z| <

S|~ 3|~

VL 1.35 oder A10(c
=

Fiir alle n € N gilt: f,, stetig ) fn ist (Bg, Br)-messbar. (*)

Weiter gilt:
VeeR: f(z)= lim f,(x), d.h. punktweisef,, — f.

n—oo

vk lzél(ii) [ ist (Br, Br)-messbar als Limes (Bg, Br)-messbarer Funktionen (**).

Achtung: Eigentlich muss der Schluss (**) etwas genauer begrindet werden: Aus (*)
folgt: f,, sind auch messbare numerische Funktionen, vgl. VL 1.40. VL 1.41(i1) liefert
nun: f ist messbar numerisch (d.h. (Br, Bg)-messbar). Da f aber nur Bildbereich R
hat, ist f auch (Bgr, Bgr)-messbar.

(ii) Im Kontext von Aufgabe 10 wihlen wir die disjunkte Zerlegung A; := R\{0}, Ay :=
{O} von R, d.h. Al U A2 =R.
=

1
fla, : A1 = R, fla, (z) = o

ist stetig AL fla, (Br|a,, Br)-messbar.
=
f’A2 : A2 — Raf’Az(x) =0

A10(c . .
ist ebenfalls stetig als konstante Funktion ) (Br| 4, , Br)-messbar. (Natiirlich ist
fla, als konstante Abbildung trivialerweise sowieso messbar).

AL f (Bg, Bg)-messbar.
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(b) Sei (¢ )nen C Q eine Abzdhlung von Q. Fiir n € N definiere
gn R =R g,(z) = Z @21 ().
k=1

= g, primitive Funktion = g, messbar numerisch
VL 1.41(ii . . . .
= ) g = lim,,_, g, ist (Bg, Bg)-messbar als Limes (Bg, Bg)-messbarer Funktionen.

Bildbereich von g ist R = ¢ ist (Bg, Br)-messbar.

(c) Da g fiir alle s € R in 2 Riemann-integrierbar ist, gilt
1 n n
. t t t—1 1 t
1) = [ atorr = fim 3o ) (- ) = gm0 3 ()

(das Riemann-Integral ist Grenzwert von Riemann-Summen mit der Partition [&1, L),
t =1,...,n des Intervalls [0, 1)). Definiere nun

hp R =R, h,(s):= lZg(s,%).

t=1

Die h,, sind stetig, da g(s, z) stetig in s ist fiir alle x € R VLS g (Br, Br)-messbar und

damit messbar numerisch.

VL 1.41(ii
=

h = lim,,_ hy, ) h ist messbar numerisch.

Bildbereich von h ist R = h ist (Bg, Bg)-messbar.

Losung 24.
Losung:

(a) Essind f*, f~ : R — R gegeben durch

m

0, x>1,
ff(z) = max{f(z),0} = max{x'/2,0}, x<c[0,1), = {I ’
max{z, 0}, <0

_07 x )
-~ ) < 07
[ (z) = max{—f(z),0} =< max{—z'2,0}, x€]0,1), = {0 Hor 0 = — 2] (0o 0)()
) x —
max{—x, 0}, x <0

(b) Die Formel aus dem Beweis von Satz 1.44(i) fiir die primitive Funktion f : R — R,

n € N lautet:
n2m j 1
@) =) S iz i@ gy (@) + 10 Lmpr@zny (%)
j=1
Es gilt:
j—1
on = f+(flf) = 331/2]1[0 1)([13') < on
:»j_lgxl/2<i, 1<j<2n
2 2
J 2 J \2 n
<:>(2n)§x<(2—n), 1<j<2



Damit folgt fiir n € N (der letzte Summand in (*) verschwindet):

2
j—1
fi@) = Y e (g (@)
j=1
(¢) Definition Makintegral, (b) =

[ = LA )

. J/

-~

=5 (12=(-1)?)

1 &
= 2 G-1-(*—G-1)?
j=1
2 27l 1 271/
= XSt uY
=1 j=1

inweis 2 1
Hinw 3 + Terme der Form o beschraenkt.

(d) Definition Makintegral, (c) =

2 1 2
/ frdx:= lim [ ffd\= lim [§ + Terme der Form o beschraenkt| = 3"
n—oo n

n—oo

Ahnliches Vorgehen fiir f~ liefert [ f~d\ = oo.
= [ fdh= [ frdh— [ fd\ =2~ 00 = —c.

Losung 25.

Losung:

(a) Wir nutzen mafstheoretische Induktion, d.h. wir zeigen die Aussage nacheinander fiir
immer allgemeinere Funktionen h.

(i) Sei h =14 mit A € B. Dann ist

/(hoX) dp = /]IAOX dp = /HX_I(A) dp = p(XHA) = X (A) = /]IA dp™ = /hduX.

(ii) Sei h = 3", x;14, eine nichtnegative primitive Funktion, d.h. z; € [0,00], 4; € B.
Dann ist

/(hoX)du

/(Z%Hm) oX "3 0 10X du
=1 =1

S / T, dp T2 / S willy, dpt = / hodpX
i=1 1=1

(iii) Sei h : X — R nichtnegativ messbar numerisch. Dann gibt primitive Funktionen
= Jedes h; hat die Form

— e
~—

m(7)
hi = inj L4, xij € [0,00], Ay € B.
j=1
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und somit ist auch @

hi oX = Zflﬁw’ : ]IX_I(Aij)

j=1
eine primitive Funktion mit B;; := X 1(4;;) € A.

0 < h; T h (punktweise) = 0 < h; 0o X T ho X (punktweise).
=

/(h o X) du Def. Mafint. oger mon. Konv. lim (hz o X) du

1—00

(1) im [, ¥ Def Mafint. /h aF

1—00

(iv) Sei h: X — R messbar numerisch. =
/(hoX)er,LL:/(iﬁoX)d,u =
/(hoX)d,u:/(hoX)dlu —

Aufgrund der obigen beiden Gleichungen existiert [(h o X) du genau dann, wenn
J h dp® existiert, und es gilt im Falle der Existenz:

/(hoX) du et ekt /(hoX)* du—/(hoX) du
_ /h+ dMX —/h_ dMX Def. l\iaﬁint. /hdMX

(b) Es gilt
(weQ: X(w)> 0} = U{weQ:X(w)>%}.

neN

Vorauss. 1 Stetigkeit Maft von unten . 1
0 (X > 0p) = (JHx > ) e lim u({X > -}).

n—00
neN

= Bs gibt N € Nmit pu({X > +}) > 0.

1 1 1
/ Xduzf Xduz/ ~ du > —p({X > =}) > 0.
{X>0} (x>13 (X>1} N N N

Losung 26.
Losung: Sei 2y € U fest gewdhlt und (h,),en eine beliebige reelle Folge mit h,, — 0, und

f(m() + hnaw) - f(x(hw).

gn: Q=R gp(w) = .

Dann gilt lim,, o g, = aa—z f(zo, ) p-fast tberall auf Q2 nach (2). Sei nun N € A die Nullmenge,
auf der 2 f(-,w) nicht existiert.

Sei nun w € Q\N fest gewéhlt.
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung = Fiir jedes n € N gibt es &, ,, € U so dass

f(xo + hp,w) — f(zo,w) 0
hn - %f(fn,W,W)-

In(w) =

(2) =
|gn (W ‘a Sn,w,w)‘ < g(w).

= |gn| < g p-fast iiberall. Damit sind die Voraussetzungen des Satz von der majorisierten
Konvergenz erfiillt und es folgt:

+ hp,w) d , in. . .
ff T w) dp(w) — [ f(zo,w) du(w)  Lin lim [ g, dyu _—/ lim g, du
n—oo

n—>oo hn n—o00

[ 5t 0w) dute).

Folge (hy)nen war beliebig gewdhlt = =+ [ f(z,w) du(w) differenzierbar in x¢ mit

o [ fan) aute) = [ 5 fao.) duto).

Losung 27.
Losung:
(@) (i) Sei f : R =R, fi(x) = {/sin(z)l(x). Es gilt fiir alle n € N:

| fa(@)] < Tjom(@) = g(x),

und g ist offensichtlich A-integrierbar. Weiter gilt f,,(x) — 1 fir alle z € (0, 7), d.h.
limy, o0 fr = Lio,x)- Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

lim sin(z) d\(z) = lim | f, d\ = / lim f, d\ = /]I(o,w) d\ = .

e S0,
(i) Sei (an)ney C R mit a,, — 1.
= OBdA. nehmen wir an a,, € [3,3] fiir alle n € N (¥).
Definiere g, := > 7o (2)¥" Iy und pz sei das Zéhlmaf auf (R, Br). =
3 (5) = > (5) =t [
(¥x) = 0< g, <h:= ZZOZI(%)\/E]I%} und [ h dpy = Zf:l(%)\/k < oo (Hinweis),

und lim, oo g, = g := 2211(%)k]1{k}'

o0

. 1N\ & dom. Konv. . - 1 k
lim <§> z/gnduz = /nh_glognd/iZ:/gd,uZ:Z(ﬁ) =1

k=1 k=1
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(b)

Es gilt fiir alle x € R:
oo, x =0,

ful@) = {O, x # 0.

Das bedeutet f,, — f A-fast tiberall mit f = 0, denn A({0}) = 0. Damit ist f als konstante
Funktion (Bg, Br)-messbar.
Es gilt aber (Riemann = Lebesgue, Satz 1.52):

1 1
/fnd)\:/n-emd:c:[—em] =1—-e",
0 0

lim fnd)\:17é0:/0d)\:/lim £, d.
n—oo n—o0

Der Satz von der dominierten Konvergenz ist nicht anwendbar, da f, > 0 zwar nach
unten durch eine integrierbare Funktion beschrénkt ist, aber nicht nach oben durch eine
M-integrierbare Funktion beschrankt werden kann.

also

Hier ist
liminf f,, = limsup f, = lim f, =0,
n—oo n—oo n—oo

und

womit folgt

liminf/fn dA=1>0= /liminffn dA, limsup/fn dA=3>0= /limsupfn dA.
n—0o0 n—0o0 n—00 n—00

Das bedeutet, die erste Ungleichung des Lemmas von Fatou gilt, die zweite Ungleichung
ist verletzt. Die erste Ungleichung gilt, da f,, > 0 nach unten durch eine A-integrierbare
Funktion beschrankt ist. Die zweite Ungleichung gilt nicht, da f,, nicht nach oben durch
eine A-integrierbare Funktion beschrankt werden kann.

Losung 28.

Losung:

(a)

(i) Sei (2,4, 1) = (R, Bg, A) und

n

n —1
) = Z Lok2k1)(2) = Y ogy1 2642 (2)
k=0

Dann gilt:
Vn € N: /fnd)\:n—(n—l)zl,

und die f,, sind integrierbar ([ |f,| du=n+ (n —1) =2n — 1 < 0o). Weiter gilt
VreR: lim f,(r) = Z]I[Qk 2k+1) (T Z Tiot1,2642) (

[ ist jedoch nicht A-integrierbar, denn [ f*dA =3 7" 1=o00, [ fTdA=> 1 1=

Q0.
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(ii) Seien alle f, > 0. =

n—oo

Fatou
/f dp = /liminffn dp < liminf/fn dp = liminf1 = 1.
n—oo n—oo

50 f j-integrierbar (da []f] du = [ fdu=1< o).

(b) Die Aussage ist wahr. Fiir N € N definieren wir By := {w € Q : |f(w)| < N}. Nun gilt
fiir beliebiges n € N:

foro

IN

/|f|du=/ |f|du+/ £l du
An ApnNBn AnﬂB]CV

/ f du+/ /] du

AnNBpn B¢

< Neu(a)+ [ 191 Iag dn

IN

Es folgt fiir alle N € N:

lim sup
n—oo

/ fdﬂ‘§0+/|f|'HvadM- (4)
An
Es gilt:
o limy oo |f] - Ipg, = limn oo [f] - Ijjpsnvy = [f] - Ijfj=0c} = 0.
o 0 < |f]-Ips <|f]
=

lim /Ifl g, dp *ET /Z}iinw|f| g dp = /o du = 0.

N—oo

(wie bei P16(a)). Alternativ kann mit dem Satz von der monotonen Konvergenz, aller-
dings hier in der Form ’monoton fallend’, argumentiert werden).

Anwendung von limy_,, auf (4) liefert:

lim sup
n—oo

/ fdu‘§0+0:0.
An

Es folgt lim,, oo fAn fdu=0.

Losung 29.

Losung:
(a) Anwendung maftheoretische Induktion:

(i) Sei f =14 mit A € A. Dann folgt

[ an =) "2 S el = Sen [ £ dp

neN neN
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(ii) Sei f = > ,r, o - Iy, mit oy € [0,00], Ay € A (k = 1,...,m) eine nichtnegative
primitive Funktion.

/ fdu R Em:ozk / Ly, du " iachn - / La, dpn
k=1

k=1 neN
- e Yo [Ldn™ Y [ £ du
neN k=1 neN

(iii) Sei f : Q2 — R eine beliebige messbare numerische Funktion mit f > 0. Sei (f)ien
eine Folge primitiver Funktionen mit f; 1 f. Es folgt

[ran = m [5iae® pm S e, [ fam,
1—00 1—00 nEN

1—00
wobei uz Zéhlmaf auf (R, Bg) und
neN

(Das ist ein Trick: Wir fassen die unendliche Summe als Mafintegral tiber das Zahl-
mak auf, um Sétze fiir Mafintegrale, hier den Satz von der monotonen Konvergenz,
benutzen zu konnen!)
fiz0, it f=9>0,qg T = Fir jedes k € N gilt

1—>00

. %) .. mon. Konv., 0 < f;
lim g;(k) o }iglock/fl dpi LOShTS Ck/f dp =: g(k).

Daher g; T g. (Achtung: Schritt (*) ist einfach, da nur punktweise Konvergenz nach-
geprift werden muss. Das bedeutet, man muss nur ein festes k € N in g; einsetzen.
Dadurch verschwindet die unendliche Summe ), d.h. hier miissen keine Grenz-
werte vertauscht werden. Die unendliche Summe )\ verschwindet, da sie wegen
der Indikatoren L,y nur eine unendliche Fallunterscheidung darstellt).

EN

/fd[,L: l1m/gzd,uz monKonv:,0<ng9/hngdMZ:/gduZ:ZCk/fduk
1—00 1—00

keN

(iv) Sei f:Q — R eine beliebige messbare numerische Funktion. Es folgt

[roan @ S e [ am,
n=1

[ran @ S e [ am
n=1

Es folgt (falls alle Ausdriicke existieren):

[rau=[rran- [ du=gcn-</f+dun—/f an) :gcn-/fdun.
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(b) Sei A, ={w € Q: X(w) > 2}. BEs gilt fiir alle n € N:

1 1
O:/X dM:/XGIAnﬂL]IA%) dHZ/EHAn—l-OdHZHM(An)-

= u(A,) =0
= Stetigkeit des Maf t
[L( {X>0} ) etigker es:aesvonunen ]_im#(A):O
H/_/ n—oo
:UnGN{X>%}
X>0
= p({X #0}) =" u({X >0} =0
= X =0 pu—ts.
Losung 30.

Losung: Sei 2y € U fest gewdhlt und (h,),en eine beliebige reelle Folge mit h,, — 0, und
On - Q%Ra gn(w> = f(xo—i-hn,W) _f($0>w)'

= lim, 00 gn = 0 p-fast iiberall auf 2 nach (2). Sei nun N € A die Nullmenge, auf der diese
Konvergenz nicht gilt.

Sei nun w € Q\N fest gewéhlt. Es folgt mit Voraussetzung (2):

|9 (W)] < 2 g(w).

Das bedeutet |g,| < 2¢g p-fast iiberall.
=

n—oo

L1:n. lim /gn du dom':KOHV'/ lim g, du
n—00 n—00

~ [odut) =0

Da die Folge (hy,)nen beliebig gewéhlt war, folgt die Stetigkeit von von z — [ f(z,w) du(w) in
Zo-

1im‘/fxo+hn,w e /faso, du(w

Losung 31.

Losung:

(@) (i) Sei fu: R =R, fo(@) = 725 T1 00)(2). Es gilt fiir alle n € N

[fu(@)] < 27 Ip 0 (2) =t g(a),

und ¢ ist A-integrierbar, denn:

VL 1.52 Riemann=Lebesgue o _ 2 _ ) 2
/g(m) d\(x) = s / 7% dx = [—gx 3/ — 3
1

Weiter: f,(x) — 0 fir alle x € R. =

lim Ve dA(z) = lim [ f, dx ‘oo / lim f, d\ = / 0d\=0.

n—00 [1,00] 1 -+ nq:3 n—o0 n—0o0
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(ii) Sei (A,)nen beliebige Folge mit A\, 1 1, oBdA. A, € (0,1)

An
Definiere g, = > -, %H{k}. Dann gilt mit dem Zahlmak auf (R, Bg):

)

R Y NN Oy, L /
lim ———— = lim ———————=lim [ g, duz
ATl 1 (2 — )\)(k ) n%oo; (2 — )\n)(k ) n—00

An € (0,1), An T = gn 1.
(3

2

Fiir jedes feste k € N gilt g, (k) = o ()%, dh. g, T g:=> 00, (3)F L.

Insgesamt: 0 < g, 1 9. =

lim N M = lim [ g,du mon. Konv- [ iy gnduz = [ gduy = i(l)k =1
M1 (2= 0)F) s [ Z et S Z £2 '

(alternativ ist auch dominierte Konvergenz moglich; es gilt 0 < g,, < g).
(b) Es gilt f, — 0 gleichméfig auf R. Es gilt auferdem
1
lim [ f,dA\=lim —-n=1, /limfnd)\z/Od)\:O.
n—oo n—oo M, n—oo
Es gilt f,, > 0.

Der Satz von der monotonen Konvergenz ist nicht anwendbar, da f, T nicht gilt.

Der Satz von der dominierten Konvergenz ist nicht anwendbar, da es keine A-integrierbare
Funktion ¢ gibt mit f,, < g.

1/n
/fn d)\VLzl'52n/ 1de = 1.
0

= liminf,,_ f frn dX =limsup,,_, f fndA=1.

(c) Es gilt

Limes superior/Inferior von f,: Es ist fiir z € R:

liminf f,(z) = limsup f,(x) = {OO’ z=0,

n—00 n—o00 07 s 7é 0

d.h. f,, = f:=0 Mfs. (A({0}) =0).
Damit gilt

n—00 n—00 n—00 n—00

liminf/fnd)\:1>0:/liminffnd)\, limsup/fnd)\:1>():/limsupfnd)\,

d.h. die liminf-Ungleichung ist erfiillt, die limsup-Ungleichung nicht.
Die limsup-Ungleichung gilt nicht, da es kein A-integrierbares g mit f,, < g gibt.
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Losung 32.

Losung:

(a) Es ist fiir alle n € N: 0 < | f|Lgjz) »np < ||
Auferdem: lim, o0 | f|L{jfzn} = [ f|L{f=0c} = O p-f.s.

Der letzte Schritt (= 0) gilt nur p-f.s. Wir zeigen dazu: u({f = oo}) = 0.
Beweis: Angenommen, p({f = oo}) > 0 = [|f| du > [o00 - Ifjeaey dp = oop({f =
o0}) = oo, Widerspruch zu f p-integrierbar.

Allgemeine Regel also: f p-integrierbar = u({f = oo}) = 0.

=
. dom. Konv. .
,}320/']”' Moy dp = /T}ggolfl gizny dp = /0 dp = 0.

(b) Definiere gj :== S2F_ f,.

=

) . .
mon. Konv. ;. Lin. Mafint. ;. .
/nzlf”d“_/gd“ - ;}E’&/gkdﬂ = ,}ggonZ;/fndu—;/fndu. (%)

Spezialfall (22, A) = (R, Br), jt = p1z Zéhlmaf und f,, = >, . anilfry. Wir berechnen da-
fiir beide Seiten von (*).

Linke Seite von (*): Es gilt fiir jedes € N: f,,(z) = ay ., und daher

Z fu(x) = Z n,x

S n=1

= > fo =D ken <ZZ°:1 an7k> Iixy (Aussehen der Funktion >, f,)

= 0 Fu it = Y (5 ane)-
Rechte Seite von (¥): [ fi, dpp =>4 cntngk = 2onen S o At =D 0cn Doken Gnik-

(*) liefert also:

DD k=) u

keN neN neN keN

Losung 33.

Losung:
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(a) Esist fiir A € A:

(1 + 12)(A) = 11(A) + 1a(A /fldu+/f2du /f1+fz)

(insbesondere folgt vy + vy < ).

Radon-Nikodym (Dichte eindeutig) d(vi+v2)
:(> S — -f.s
it Ji+ f2 p-fs.

don-Nikodym ..
(b) ,u<<1/Rao oM™ i vistiert.

Sei A € A beliehig. =

dﬂ 1.64, Def. 4% d,u dv

A) = d = —d
) = dl/ g du du H-
Radon—Nikodyngichte eindeutig) du d,u ,U, fs
dp — dv

P17(a) = d" =1 pfs.

= Z—’: : g; = 1 p-f.s. (insbes. sind beide Dichten f.s. # 0) = d—“ = (&)1 fs.

v < i = Aussage gilt auch v-f.s.

(c) Sei X = X+ — X~ die Aufspaltung von X in Positiv- und Negativteil.
Vorlesung 1.60 =

pti F =R, pE(F) ;:/Xi dP
F
sind Mafe auf (Q, F) (Einschrankung auf F).
e 1* sind endliche Mafe, denn:

p=(Q) :/Xi dP < /|X| dP = E|X| < .

e Es gilt u* < P, denn: Sei F' € F beliebig mit P(F) =0 =

:/Xid]}»:o.
F

Radon Rikodym o gibt (F, Bg)-messbare Abbildungen (Dichten) Z* : Q — R mit

VF € F: ,ﬁ(F):/Zi dP. (%)

Definiere Z := Z+ — Z~ = Z : Q — R ist (F, Bg)-messbar und

* of. +
VF € F: /XdIPz/X*dIP—/X‘d[P()’D:f“ /Z*dIP—/Z‘dIP:/ZdIP’.
F F F F F F

Losung 34.

Losung:

(a) o Py <Py gilt nicht: Fiir A = (—00,0) € Bg gilt
Py(A) = [, f1 dX = [0 d\ = 0, aber

Py(A) = [, fadr = [° Ae P dr=1>0.
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o P, <« Py gilt: Sei A € Bg beliebig mit

OZPQ(A):/AdeA:/w dA.
>0

— T4fs = 0 M\fs.
2207, — 0 Afs.
= MA) =0 (%)
=

A):/Afld/\zo.

Der Beweis zeigt auch, dass A < Py gilt (breche bei (*) ab).
e Berechnung Dichte dPl : Nach Satz 1.65 (Transformationssatz fiir Dichten) gilt

dPy 165 APy d\ Al7(b) dPy /dPy\-1  fi(z) e
05 A4 0 L <_) - = T (z) A—fs.
dPy d\  dP, dx  \ d\ folz) e

(i) Sei my > ma.

Dann gilt Py({m,}) = f{m} fo(z) duz(x) = fa(my) = 0, aber

Pu((m1)) = fuy) F(0) dizle) = Film) = (100) o = 7 > 0
In diesem Fall gilt also nicht P; < Ps.

Sei nun my < mgy, und sei A € P(Np) beliebig mit Py(A) = 0. =

0="Py(A /fz dpz(z) = fol@) Y. fela)

x€A z€ AN{0,...,m2}

fa(z) = (TZ2> p*(1 —p)™~* > 0 fir alle z € {0,...,ma} = ANA{0,...,ma} = 0.
=
A) = Z filz) = Z fi(z) =0 (Summation iiber leere Menge).
z€A z€AN{0,...,m1}
Hier gilt also P < Ps.
(ii) Berechnung der Dichte dPl im Falle m; < my:

— Entweder wie in (a ) bel Nutzung von Py, Py < iz mit dem eingeschrankten
Zahlmafs -
fiz : A= R, fz(A) =[ANA{0, ..., ma}.

(Dann ist weiterhin dpl = f1, jfj 2 = fa).
— Alternative direkte Argumentatlon: Sei g := dPl . Dann gilt fiir alle A = {i} €

P(No), 1= 0, .y Mg

A = [ fiduz =Pi({i}) = /

gdpzz/ gszz/ ofs dpiz = g(0)fol0),
{i} {i} {i} {i}

d.h. g(i) = ({n € Ny :n >my}) =0, ist also
dP, fi
—=g=—= Py;—fs.
@, T i
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Zwei konkrete Dichten % : Q) — R sind

f1(n) fi(n)
)[R 0sasm o [ 0<nsm
dPy 0, sonst. dIPy 1, sonst.

Diese unterscheiden sich nur auf der Po-Nullmenge {n € Ny : n > my}.

Losung 35.

Losung:

(a) v p:Sei N € Amit u(N)=0.= |[N|=0= N=0 = v(N) =v(0D)

(b)

0 abzdhlbar

0.

v hat keine Dichte bzgl. ;: Angenommen, v beséfse eine Dichte f : 2 — R bzgl. u. Dann
wiirde gelten:

VAE A V(A)—/fdu.
A
Insbesondere erhalten wir fiir x € Q (es ist {x} endlich, also {z} € A):

z} abzahlbar
o WAy = [ pan= [ g1 dn

{z}
f(@) Iy

Makint. von oy goqy ¥ 2R L6 = s,

prim. Fkt.

dh.VzeQ: f(z)=0.
Wihlen wir aber A = Q € A (Q° = ) abzihlbar, so folgt

lzy(A):/fd,u:/Odu:O,
A A
Widerspruch!

Der Satz von Radon-Nikodym kann in obigen Situationen nicht angewendet werden, da
p nicht o-endlich ist:

Angenommen, p auf (€2, A) o-endlich = Es gibt disjunkte (A, )nen € Amit ) A, =
und Vn € N : u(A,) < oo (%).

= Es gibt N € N mit Ay tiberabzdhlbar (sonst wire (2 als abzéhlbare Vereinigung von
den abzdhlbaren Mengen A, abzdhlbar).

= u(Ayn) = oo, Widerspruch zu (*).

Losung 36.

Losung: Allgemeine Formel jeweils, falls PX Dichte f bzgl. Maf u besitzt:

Eg(X) = /g(X) qp Trafo 167 /g qpX Trafo Dichie 1.64 /gfdif,u.

Falls p Lebesgue- oder Zahlmaf, kann das Integral nun mit Riemannintegral oder unendlicher
Summe ausgerechnet werden.
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(a) (i) Esist

1
1
EX = xf(x)dx:/ xdx:§x2
0

1
EeX :/ e“dr = e
0

(i) ¢(z) = e” ist konvex. Jensen- Ungleichung = exp(EX) = p(EX) < Ep(X) = Ee*.
Hier ist tatséchlich 1.64 ~ exp(3) <e—1~ 1.71.

und
1

=e— 1.
0

(b) (i) Wende Holder-Ungleichung mit dem gegebenen ¢ > 1 (und ¢’ > 1 so gewéhlt, dass

1,1 _ .
E—i-?—l,d.h.q’—q%l) an:

E|X - 1] <E[X9Ye- EL7]V7.
N—_——

=1

Das liefert E|X| = E[| X'/
(i) Hier ist

E|X|=EX = /xf Ydpz(x) = kf(k) fO)+1-f(1) =

keZ

und

E[| X7 =Y k'f(k) =07 f(0)+17- f(1) =p.

kEZ

Tatséchlich gilt E|X| = p < p'/? = E[| X 9"/ wegen p € (0,1).

Losung 37.

Losung:

(a) Esist fir alle A € A:

u(A):/HAdu:Aldu.

Insbesondere folgt 1 < p (klar).

Radon—Nikodymg)ichte eindeutig) du

p o-endlich g =1 p-f.s.
(b) Sei A € A beliebig mit p(A) = 0 "= v(A) = 05" p(A) = 0.
= p <L U.

Wir wollen 22 n £ ermitteln, d.h. wir missen p(A) = ... = [, ...du darstellen.
Sei Ae A beheb1g =

Def. 92 [ dp  1.64, Def. 32 dp dv
A) =" | Zdv = " —d
p(4) 4 dv dl/ du K-

Radon- leodymglchte eindeutig) dp dp dv

dp — dv @ ,u—f.s.

p, i o-endlich
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(c) Sei A € A beliebig mit (u+ v)(A) = 0.

u(gzo V(A) =

v+
Sei g := d(ﬁ“) (existiert nach Radon-Nikodym).

Sei A € A beliebig. =

Prisenzblatt 4, P13
v(4) = /Agd(wru) RIS /Agvar/Agdu

— Agfdu+Agdu=Ag(f+1)du.

Radon-Nikodym (Dichte eindeutig) dv
= f=12=g(f+1) pts.
=

‘%

g= — fis.
[+

d(v +u) — 9=
sich um eine Dichte bzgl. v + p handelt)

Anmerkung: Beachte, dass der Satz von Radon-Nikodym bereits liefert, dass die Dichte

Da v < pu, folgt insbesondere L (1/ + p)-f.s. (erst dadurch ist klar, dass es

nur Werte in [0,00) besitzt. Das Problem f = oo bzw. % ="2" kann daher hier nicht
auftauchen!
Losung 38.
Losung:
(a) (i) Sei zunéchst az < ay. Wéhle A = (ag, a;] € Bg.
Dann gﬂt Py(A) = f(a2 a1 a12 Ii0,0] () dA(x) = 0, aber
Py (A z) dA\(z) = faa; a—ll dr =« > (0.

[0 a1]
Daher gllt 1n ilesen Fallen nicht P; < P,.

Sei nun as > ap, und sei A € By beliebig mit Py(A) = 0. Dann ist

O:PQ /_]I[Oag] d)\( ) /HAO[Oa2]< )d)\(l‘),

S MAN0,a2]) = 0 ().
a; < ag = /\(A N [0,&1]) < )\(Aﬂ [0,@2]) =0
=

1 1
Pl(A) = / —]1[07,11](%) d)\(ZL‘) = — /HAO[O,al](J:) d)\(l‘) = 0.
A Q1 ay
In diesem Fall gilt also P; < Ps.

(ii) Fiir die Bestimmung der Dichte gibt es zwei Méglichkeiten:

— (Konstruktiv) Definiere das Mafs AMA) := MAN0,a9]) auf (R, Bg).
(*) = A< Py
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Aufierdem P, < A mit Dichte % = é (klar aus Def. von Py mittels \)
=

dP,  dPy d\  dP (dIP’2>—1_ ]I[oaﬂ 11 Po_ fs
APy — dx APy dx \an/ — L S

Da Py([0, as]®) = 0, kénnen wir dPl beliebig auf der Menge [0, as]® abéndern.
Zwei Moglichkeiten fiir dp o5 sind daher

dPl Qo dIPl a—Q]I[O al](ﬂf), x e [O, ag],
T = Llgai(z), Sla)=_«0
dPQ (x) Cl1 [0, 1](‘%.) dPQ (.7/') {1’ T e [O, CLQ]C.

(einmal 0 auf [0, as]®, einmal 1 auf [0, as)°).

(Nachrechnen; bei Vorrechnen nur kurz ansprechen): Sollte die Dichte existieren,
so erwarten wir fiir dPl stets im Wesentlichen ? (wo fa # 0, sonst 0). Als Beweis
genligt es, diese chhte vorzuschlagen und nachzurechnen, dass es sich um eine
Dichte handelt. Dies ist aber im Allgemeinen aufwendiger, da man noch mit der
Eindeutigkeit von Mafen argumentieren muss (STOP).

Sei also h(z) := 214, (). Wir zeigen, dass fiir alle A € € := {(—o0,2] 1 v €
R}:

]P’l(A):/Ah dPy ()

Da beide Seiten endliche Mafe auf (R, Br) definieren (VL 1.60 fiir rechte Seite),
E N-stabil = (**) gilt fiir alle A € Bg = h = % Py-f.s.

Nachweis von (**): Fiir alle x € R ist

P
/ hdp, & / R 4y
(—o0,z] (—o0,x] d)‘

v (05} 1
_ O (1) —Tip 0 ()
/ p 1](?J)a2 0,02 (V) dy

—0o0

as>aq v 1 de
- / a_l]I[O,m](y)dy :f IPI((—OO,ZED

—0o0

(b) (i) Seien A1, Ay € (0, 00) beliebig. Sei A € P(Ny) beliebig und Py(A) = 0. Dann gilt

0=1DPy(A /fzd,uz—ZfQ _6_/\22 ﬁ :

T€A >0 €A~
>0

=A=10
(und auch pz(A) =0 (*)).
Es folgt Py < Ps.

(ii) Bestimmung der Dichte dPl : In (*) haben wir gesehen: py; < Py. =

Losung 39.

Losung:

dPl 1.64 d]Pl ) d,uz A17(b) dPl . <dP2)—1 B ﬁ
dPy, — duy dP, dpyz \dpz fo
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(a) Zu zeigen sind die drei Makeigenschaften (an Ubungsleiter: die drei MaRkeigenschaften nur
kurz kommentieren statt ausfiihrlich vorrechnen)

=u(0)=0
n WE,ND
o v() =2 cn27": % =2 en0=0,
. - . o u(E,NA)
Fir belieb A t v(A) = 2 n. 2>
e Fiir beliebiges A € Aist v(A) =" W(E) 41 ="
—_————
>0
e Fiir eine Folge (A;);en C A ist
=2 ien MERNA;)
—_——~
w(E, N U A;)
E mA)
Ai) - 27" ZGN 27" L
v(U ) (B =22 i
€N neN neEN €N -~ _
>0
P16(b) Z Z gn (B, N A;)
i€N neN (B + 11
*;(741')
v ist endlich, denn
=p(En)
E,NQ
neN ,u( "> T neN
<1
b e v y:SeiAe Amit u(A)=0=
( I I
(4)=0
— N(En M A)
p(A) =) 27" > 0=0
neN M<En> +1 neN
= v L .
o < Sei A€ Anmit
E,.NA
0=wv(A) :ngn.w
— o p(E)+1
>0

= Alle Summanden 0 = Fiir alle n € Nist pu(F, N A) =0

Zn En=0
= u(A) 7= Yonen MANE,) =3 0=0.
= u L.
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=[Tang, du=[,1g, du

n p(E, N A) n g,
T R N MY A T AES R
>0
P16(b) —n g,
- A(%ﬁ u(E,) +1> du
) =7
1 o-endlich Radon-Nikodym :(]>Dichte eindeutig) Z_Z — f ks
o L ALT(b) = P = (%) = 4 s,
Losung 40.

Losung: Allgemeine Formel jeweils, falls PX Dichte f bzgl. Maf u besitzt:

]Eg(X) _ /g(X) dP Traf0:1.67 /g d]PX Trafo Di:chte 1.64 /gfdzf,u

Falls p Lebesgue- oder Zahlmaf, kann das Integral nun mit Riemannintegral oder unendlicher
Summe ausgerechnet werden.

(a) (i) Hier ist

EX = [ af@)dnale) = S RIB) =1 F(1) +2- F2) = 5(1+2) = 5

kEZ

und

Elog(X) = log(k)f(k) =log(1) - f(1) +1log(2) - f(2) = 5 log(2).

keZ

(i) ¢(z) = —log(z) ist konvex. Jensen-Ungleichung = —log(EX) = p(EX) < Ep(X) =
E[—log(X)].
= Elog(X) < log(EX).
Hier ist tatséchlich Elog(X) = 1log(2) ~ 0.35 < 0.41 ~ log(2) = log(EX)
(b) (i) Esist
1

IE[X2]:/fo(x)dx:/ola:2dx:§x3‘ :%,

0

und
1

! 1 1
E[|X]’] = E[X?] = /xSf(:c)d:U = / Py = ~2t| = -,
0 4 1o 4
(il) Zwei Moglichkeiten:
— Wende Hélder-Ungleichung an mit ¢ = % (und ¢’ > 1 so gewéhlt, dass %—I—& =1,
d.h. ¢ = 3) an:

EX? 1] < B[(X)1V0 - B
=1

Das liefert E[X?] < E[|X]*]?/? = E[X?]'/? < E[|X|*]/3.
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— (z) = 2%/2 ist konvex. Jensen-Ungleichung = E[X?]3/2 = p(E[X?]) < Ep(X?) =
E[IX]7.

Tatsichlich gilt hier E[X?]'/2 = ()1/2 ~ 0.58 < 0.63 ~ (1)'/3 = E[| X ]*]'/%.

Losung 41.

Losung:
(a) Wir zeigen die Integrierbarkeit:

e Sei n € Ny. Dann ist mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
/ e 2 f(2)|dA(x) = / "€ /2 - | f()|dA ()

< ([lpreraw) (] If(x)\QdA(x))l/i-

Es geniigt zu zeigen, dass
/]m\zne“QdA(x) < 0.

T \/%?e_”Q ist die Dichte einer N (0, %)—Verteilung, daher handelt es sich oben um
die Momente einer Normalverteilung, diese sind endlich. Dies kann wie folgt gezeigt
werden:

Sei zunéachst M € N beliebig. Dann ist

/ 2| e = dA(z) = /[ o |z)?"e =" d\(z) + / |z|?"e ™" d\ ().

[_MvM]C
Da |z|*"e=*"/2 = 0 (|z] = o0), gibt es M € N mit
V| > M: |z /2 < 1.

Dann ist

/|x|2"e_z2d)\(x) = /[MM] |x|2”e_z2d)\(x)+/ |z|*" e~ dA(x)

[7M7M]c

< / 2| e= " d\(z) + / e AN (z).
[_MvM]

[~ M, M]e

Die Funktion z — |z|*"e™*" ist stetig und [—M, M] kompakt, daher gibt es C' > 0
mit |z|?"e~*" < C fiir alle z € [—M, M]. AuRerdem ist

/ e dA(z) < /e‘x2/2d)\(x) =V2r
[— M, M]e

als Dichte einer Standard-Normalverteilung. Es folgt

/|x|2"e_w2d)\(m) <2MC + V21 < 0.
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e Sei a € C. Dann ist fiir z € R: |e®*| = eR°(9)?  Der Einfachheit halber nehmen wir
daher in folgendem Beweis @ € R an. Dann ist mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

/ €2 (1) dN(z) = / 2 |f<x>|dA<x>

g(/2a”dA /\f |d)\

/eQaz_:”zd)\(x) < 00
zu zeigen. Es ist

/62(1:0_1260\(1‘) _ €a2 . /e_a2+2ax—x2d)\($) _ ea2 /e—(x—a)2d)\(x)

1
= ey /or- (5) = \/7 < 0,

e~@=9” die Dichte einer N(a, 1)-Verteilung ist.

Es geniigt also,

da x —

277(%)
Beweis der Gleichheit (*): Wir wollen den Satz von Fubini anwenden, wobei die
Summe Y als Integral bzgl. des Zéhlmafes 11 auf Ny interpretiert wird. Es ist

Z [ [are e = 4 // ) (x)dpz )

_ / / SR @) aN@)dpz(n). ()

Um den Satz von Fubini anwenden zu kénnen, muss gezeigt werden, dass

// ’%L!yleﬁﬂf(x)‘d)\(x)duz(n) < 00. (% %)

Es ist

| [ el = [ [ @i o)
A ) ) e @A

n
Yoo ‘””::,' =exp(|zal)

N / e‘3”""”‘””2/2|f<m>|dA<sc>

CsuU
< </ 2Ial\%Iﬂcd/\ /|f |d)\

Der erste Faktor kann wie zuvor behandelt werden:

/62|a|.|z—z2d)\(x) _ 2/ e2|a|m—m2d/\(x)
0

_ gglaP / e=alaD? g ()
0
< 26'“'2/ w=lal* g\ (z) = 217 /7 < 0.
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Damit ist (***) gezeigt und der Satz von Fubini kann in (**) angewandt werden. Es folgt
Z et rimae = [ [ i@

Fubini / / —x2/2 (2)dpz (n)dA(z)

) s
&5

n=0

=exp(za)

_ / e £ () dA (x).

(b) Aus der Voraussetzung folgt, dass fiir alle a € C gilt:

/e““”_z;f(:p)d)\(m) = Z 2—7 /I"@‘””Q/Qf(x)d/\(x) = 0.

~~
=0

Dies zeigt die Behauptung.

Damit ist mit a = ti, t € R:

VteR: F(f)() = / eim(e*x?ﬂ f(x))dA(x) —0.

= F(f)=0.

Fourier-Riicktransformation liefert:
f=0 A—fs.

Losung 42.
Losung: Esist N={1,2,3,...}.

(a) Fiir wy,ws € N ist

Jor 1 (Q2,A2) = (R, Br), fu,(w2) = f(wi,w2) = Ly (w2) + (=1) - Innguy —13 (W),
Jor 1 (1, A1) = (R, Br),  fun(w1) i= f(wr,w2) = Ty (wi) + (=1) - Ty g1y (w1).
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Damit ergibt sich

/ ( Jon dm) duy =
o, \Ja,

(/ ]I{un} + (_1) : HNﬂ{wlfl} d,UQ) dﬂl
N

pra({wi}) + (=1) - paf NN {w; -1} ) i
—_——

Il
z\z\

_ @, w1 = 1
{w; — 1}, sonst

= /1+ ) - Iy (@) i
N

= ]I{l} wl dpuy
N

= p({1}) =1,

/(/mmwo+enmmﬂwm>mm
N N

_ Auﬂwﬁf+Pﬂ-mHm+ibdm

= /N(l—l)dﬂz
= 0.

/ ( Jion dul) dpz
Qo 951

Der Satz von Fubini kann nicht angewandt werden, da:

e Nicht f > 0 iiberall gilt.
° leXQQ |f| dp1 & po = oo, denn:

/ ] A ® a2)
Q1 x09

= / Li(nn)meny (Wi, w2) + Lint1,n)ymeny (W1, w2) d(p @ p12)
NxN

Def. (11 ® ) ({(m,m) =1 € N}) + (1 @ ) ({(n + 1,m) - m € N)

Z (1 ®M2)({n n}) +Z th ®M2)({n+ 1,n})

"ENw({nD pa({nh=11=1 "N (1)) ({n})=11=1

Def. Prozduktmaﬁ Zl _,_21 = 00 + 00 = 00.

M:aﬁ

neN neN
(b) Fiir wy,wy € (0,1) ist
fw1 : (QQaAQ) — (Ra BR)v fw1 (WQ) f(wlyw2> ]I{o.n}( )
fw2 : (QlﬂA1> — (Rv BR)7 fwz<wl) f(wl,(,Ug) - ]I{w2}( )
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Damit ergibt sich

/ ( fwl dm) d,ul
(oh} Qo

L)
(0,1) (0,1)

Def. hiai&int / p({wi}) dA
(0,1)
= / 1dA
(0’1)
= A((0,1)) = 1.
/ ( fwz dHl) dpo = / (/ H{WQ}(wl) d)\) du
Q2 Q1 (071) (071)
Def. hﬁaﬁint.

Der Satz von Fubini kann nicht angewandt werden, da der Mafraum (Qy, Ag, 1) =
) nicht o-endlich ist. Angenommen, p wére o-endlich, dann gébe es
1) und Vn € N :

((0,1), P((0, 1)),

cine disjunkte Zerlegung (An)nen C P((0,1)) mit > A, = (0,
|A,| < oo. Das bedeutet aber, dass alle A, endlich sein miissen. Damit wé-
Y nen An als abzéhlbare Vereinigung von abzéhlbaren Mengen abzéhlbar,

p(Ap) =
e (0,1) =
Widerspruch.

Losung 43.

Losung:

(a) Da alle auftretenden Terme nichtnegativ sind, ist der Satz von Fubini im Folgenden immer

anwendbar. Es ist

E[X°] -

Fubini, a

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass f(y 00)

1—F(y).

[ Aty a

(0,1)

/XO‘ dP = /[Ooo) r* dP¥ (z)
[ ([ora) o

L] e axw @

/[ - /[Ooo TMiyery dP¥(z) dA(y)
/(y . dP* () dA(y)

o / Yy
[0,00)

a /[ T F) A

e

=
=

OO

Q
S

dP¥ (z) = P*((y,
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(b) (i) Es gilt

/F(a:) AF(z) = //m]ldF ) dF(z // () dF(y) dF ()

Fubini, alles >0

*H[u 00)
=f[y,oo) dF(@)=1-F(y-)" ="1-F(y)
- / (1 - F(y))dF(y) = / 1 dF(y) — / F(y) dF(y)
| S —
=1 dpX(y)=1

Es folgt (Addition [ F(z) dF(z) auf beiden Seiten):

2/F()dF( N / %

(i) F(X) ~ U[0,1] = PFO hat Dichte f(y) = Ij1)(y) bzgl. Lebesguemaf A auf R. =

/F(i[f) dF((E) Trafo:1.67 /F(X) dP TrafoZlG?/yd]P)F(X)(y)

F@)
= [Juwow=[va=;

PX ()

Losung 44.

Losung:

(a) X,Y unabhingig = PXY) = PX @ PY =
FX+Y(Z) = X +Y < Z) / dP(X’Y) (l', y)
{(z,y)eR2:z+y<z}

Fubin //m ) P ) - /Fx(z— y) dFy (y).

(b) Bonus maftheoretische Induktion nach h:

(1) h =14, A € Bg: Dann gilt P¥-f.s.
[ran = [Lidn=ut) =ua+3) = [ Lo duo
— [ =) du@) = [ b~ v) duta)

(2) h= Z?:l y;l4, primitive Funktion. Dann gilt PY-fs.:

k k
ef. Mafint. 1
/h dp Pt EE Zyj/hj du(z)zyj/hj(x—w dp(x)
: —
in. aﬁln
L i / ZyﬂlA ) du(e) = [ ha~ y) du(o)
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(3) A > 0 nichtnegativ messbar numerisch = Es gibt Folge h,, > 0 primitiver Funktionen
mit h, T h.
= gu(x) = hy(z —y), g(x) == h(x — y) erfiillen 0 < g, T ¢ (damit mon. Konv.
anwendbar).
Dann gilt PY-f.s.:

/h d,u Def. gaﬁint lim /h d,u (2) hm hn(l’—y) d/L(I) mon.:Konv. /h(m—y) d,u(x)

n—oo

(c) Wir zeigen fiir das N-stabile Erzeugendensystem & = {(—o0, z| : z € R} von Bg:

vpees PUE) = [ [ - df) du)

Maferweiterungssatz (linke, rechte Seite Mafe) = (*) gilt fiir alle E € By adon-Nikodyzy Bind. Dichte

dIP)X+Y

g = Ja fx(@ —y) dFy(y).

Wir zeigen nun (*): Sei z € R beliebig.
Es gilt PY-f.s.:

A = [ 0 a6 = [ @@ )
= / Fx(@ =y oo ey)(z —y) dp(z) = / fx(z —y) dp(z).
(—00,2]

Damit:

—

P ((—00,2])) = Fxav(2) 2 [ Fx(z—y) dFv(y)

R

e //W]fx — ) du(x) dFy(y)
Fubini /(W] / fx(e = y) dPy(y) du(z).

Es gilt hier PX, PY < pz mit Dichten

P Ay
fx(z) = x—)!(e Mlsey,  fr(y) = y—Te M yzo,

wobei pz das Zahlmaf auf (R, Bg).

1z erfiillt die Translationsinvarianzbedingung, solange nur um eine ganze Zahl verschoben
wird, d.h. PY-fs.

Sei z € Ny. Nach Aufgabe (c) gilt X + Y < pz mit Dichte

(z—k 'k:!

k=—o00

Z z—k k
fxiv(z) = /fx z—y) fy(y) duzly Z Fx(z — k) fy (k _€—<Ax+Ay>Z Ax T A
(

—(Ax+Ay) . —(Ax+Ay)
e Z 2—k\k Bin. Lehrsatz € 2
= () e

k=0

:>X+YNPOi(Ax+/\y).
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Losung 45.

Losung:

(a) (i) Es gilt

o(X) = X7Bp) L X B ) = X0, {13 {2} {1.2}])
= {0,{a,b},{c,d}, Q},
oY) = Y_I(BR) Bild(Y)={1,2} Y_l(B]R}{LQ}) _ Y_l({@, (1}, {2}, {1,2}})
= {0.{a,c},{b,d}, Q},
o—(Z) _ Z*I(BR) Bud(zf{z,s} Z’l(BR\{Q’g}) _ ZA({@’ {2}’ {3}’ {2,3}})
= {0,{a,d},{b,c},Q}.
(ii) X,Y sind unabhéngig:
Update: Es geniigt, nur jeweils EINE der unten stehenden Gleichheiten nachzurech-
nen, da bereits Ex = {{a,b}} und & = {{a,c}} bzw. Ex = {{1}} und & = {{1}}

N-stabile Erzeugendensysteme sind!

e Moglichkeit 1: Nachpriifen auf N-stabilen Erzeugendensystemen Ex = {{a, b}, {c, d}},
E = {{a,c},{b,d}} von o(X),o(Y):

P({a.0) N {a.c}) = E(fa}) =5 =53 =P({a.b}) - P({a,c)),
P({a,0) 0 {bd}) = B(I0)= ¢ =3 - 5 =P({a,0)) - B({b,d)})
P({e.d) 0 {a,c)) = B({e) =5 =32 =PB({e.d)) - E({ac})
B({c.d}n{bd}) = B({b) =g =35 =B({e.d}) - B({b,d})

VE2 5(X), o(Y) unabhiingig = X,Y unabhiingig.
e Moglichkeit 2: Nachpriifen auf N-stabilen Erzeugendensystemen Ex = {{1}, {2}}
bzw. & = {{1},{2}} von BR‘{LQ} bzw. BR‘{LZ}:

P(X=1,Y =1) = P{a}) = % = ; _P(X = DP(Y = 1),
P(X=1,Y =2) = P{b}) = % > % _B(X = )B(Y = 2),
P(X=2,Y =1) = P({c}) = % % g _ P(X = 2)B(Y = 1),
P(X =2, =2) = P({d})— é > % _B(X = 2)B(Y = 2)

VEg4 X, Y unabhéngig.

X, Z sind nicht unabhéngig:

e Moglichkeit 1 (Definition Unabhéngigkeit iiber erzeugte o-Algebren): Wiéhle
Ay ={a,b} € 0(X) und Ay = {a,d} € 0(Z). Dann gilt

P(A N A) = B({a}) = 5 # 1 = 5+ 5 = P(ADE(4:).
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e Moglichkeit 2 (iiber Urbilder): Es gilt
1,1 11

Y, Z sind unabhéngig (Achtung: Ein allgemeines Argument der Form X,Y unabh.,
X, Z abh. = Y, Z abh. gibt es nicht!):

Update: Es geniigt, nur jeweils EINE der unten stehenden Gleichheiten nachzurech-
nen, da bereits &y = {{1}} und €7 = {{1}} N-stabile Erzeugendensysteme sind!

e Nachpriifen auf N-stabilen Erzeugendensystemen & = {{1},{2}} bzw. £, =
{{1},{3}} von BR‘{LZ} bzw. BR‘{L:&}:

P(Y=1,2=1) = P({a}) == =B = )F(Z=1),
P(Y =1,Z2=3) = P({c}) = % g % _P(Y = D)P(Z = 3),
P(Y=2,7=1) = P({d)})= =1 5 =B =2F(Z=1),
P(Y =2,Z2=3) = P({b}) = é % % —B(Y = 2)P(Z = 3)

VEgs Y, Z unabhéngig.

(b) Y7 =sin(X3), Y2 := X3 — X, sind Funktionen von unterschiedlichen X;
X5, Xy, X35 gemeinsam unabhéangig VLT Y1, Yo unabhéngig.

(¢) (i) Esist

0

1
Riemann=Lebesg.
fX(I):/fX,Y(%?J)d)\(y) = g/ d’y]l[o,u(x) :H[O,l](x)a
R

analog fy (y) = Ljo.1)(y)-
Es gilt: fxy(z,y) = Loap2(®,y) = Loy (@)loy(y) = fx(@)fy(y) = VEL® XV unabhiin-
g1g.

(i) Es ist

Riemann=Lebesg. !
@) = [ Fov(eaar) " [ 2y @) = 20 = oy @)

xT

analog fy (y) = 2yl (y)-
Auf A = {(z,y) € [0,1]* : z > y} gilt:

Ix Y(HC y) = 2H{O<m<y<1} =0+# 4(1 - $)y]1[01 ( ) fX( )fY(y)

VL26

1
5>0 X, Y nicht unabhéngig.

und A(A) =

Losung 46.

Lésung: Anmerkung Tutor: Bitte besonders Anwendung von Fubini und die Anderung der
Grenzen beim Vertauschen/Aufteilen der Integrale betonen/besprechen.
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(a) Es muss gelten: PY))(R2) = 1, d.h. fxy muss die folgende Normierungsbedingung
erfiillen:

1 _ POCY)(R?) = nyy(x, y) A\ (2, y)

Fubini, alles = 0 //xy Lio<o<y<oy dA(y) dA()

ebes, = lemann 2 2 1
bebesg. T //:L’ydydx—c / ~[§y2} dx:c‘/ 2x—§x3daz
@ 0

- [ 8x4]0 ¢ (2-0) =2

Es muss also ¢ = % sein.

(b) Fiir die Berechnung der Randdichten muss die jeweils andere Variable herausintegriert
werden. Wichtig ist hier, die Indikatorfunktionen nicht zu vergessen!

1 1 2
fx(x) = /fx,y(x,y) dA(y) = 5 / ry - Locacy<ay dy = Sljo<a<oy - @ / y dy
R 2 R —_—— 2 -

=lfo<a<oy Tro<y<oy

1
= Slioseszy -2+ (2-

frly) = / Frr(e,y) dA(z) =

.172

~—

I

1 Y
/ vy Locegy<yy  do=glocy<y - y- / r dz
R N—— 0

=lro<y<2y Tro<a<y}

N —

N

1
7 lozy=2) Y.

(c) Es gilt
P(2X >Y)

1
= / fxy(zy) A (z,y) = 5/ wyljo<o<y<ay dN*(z,Y)
(z,y):22>y} {(z,y):22>y}

Fubini, alles > 0 //xy]l{ogxgy_ 220>y} AA(z) dA(y)

Lebesg. = Riemann / / / dr d _1/2 (2 1 2)d _ 3/2 3d _3
= 20y %33559—403/9 4y y_160y 9—4-

(d) Esist

wie in (c), alles > 0 1 2 2
EX Y] = /Qxyfx,y(x,y) AN (2, y) el len = 5:132/ / y* dy da
R 0 T

1 /2
= —/ 2 (8 —2%) dw
6 /o

I8, 16]2_16
[3::: 6" 1o 9

(e) X,Y sind nicht stochastisch unabhéngig, da nicht fxy(x,y) = fx(x) - fy(y) tberall
auker auf einer \>-Nullmenge gilt. So gilt zum Beispiel fiir A := {(z,y) € [0,2]? : z > y}:
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N(A) = [, d\* =20, und fiir (z,y) € A:

1 1 1
fX,Y(ifa y) =0# §H{O§m§2} i (2 - 5372) ) Zﬂ{ogygz} : ?Jg = fX(iE) : fY(?/)-

VLo X, Y nicht unabhangig.

Alternatw mit Def. :

P(X €[1,2],Y €[0,1]) =0 #P(X € [1,2]) - P(Y € [0, 1)),

denn
P(X €[1,2,Y €[0,1]) <P(X >Y) =0,
aber
P(X €(1,2) = [ Jx(a)da£0, P(Y € [0.1) =/0 fo(y) dy #0.

X, Y nicht unabhéngig.

Losung 47.

Losung: Da alle auftretenden Terme nichtnegativ sind, ist der Satz von Fubini im Folgenden
immer anwendbar.

(a) Esist

/X
/Ooo)

Fubini /
(0,00)
/Ooo) /y
ot

Die zweite Gleichung aus der Aufgabe ergibt sich aus 1 — F(z) = P(X > x) und

(b) Es gilt
EX = /Xd]P’: Xt dP - X dP
N N
max{X,0} max{—X,0}

= / r dP* (2) — / (—x) dP*(2) =: I, — L.
(0,00) (—00,0]

Nun ist wie in (a):

L - /(Om)a—F(y)) dA(y)
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Fiir I, wiederholen wir die Schritte aus (a) weitestgehend analog:

0
(—00,0] (—00,0] oo()]
Fubini
= / / oy dP*(2)d
(=00,0] J(
= / / dIPX ) dA(y)
(=00,0] 00,y]

- /( P 0w

Losung 48.
Losung: Sei puz das Zahlmals auf Z. Es gilt

5 1My _ 5+ [ Luy(a)dna()

= /M dduz(2)
_ /M (62, 6(= + 1))dpz(2)

/M / Ds26(2+1)) (y)d\(y)dpz(2)

Fubini, Integrand > 0
= // Lisz,s(241)) () dpz(2)dA(y)
Ms

[62,6(2+1)),2€Z disj

A ' /HuzeMg[éz,(S(z—H))(y)d)‘(y)
A( U 1626+ 1))

z€M;

A(Ns),

wobei

Ns = |J [6z.6(z+1)).

z€Ms

Es gilt offensichtlich M C N, denn: Ist € M, so gibt es z € Z mit « € [0z,6(z + 1)). Fur
dieses z gilt dann [0z,0(z + 1)) N M # (), und damit z € Ms. Daher z € Nj.
Wir zeigen, dass fiir jede beliebige Folge 0, — 0 gilt:

limsup(Ns \M) = 0. (%)

k—o0
Dann folgt

MCNjs
0 < liminf A(Ng,) — AN(M)
k—o0
<

lim sup A(Ns,) — A(M)

k—o0
K komp., also A(Ns,) < oo
= limsup A\(N;, \M) < A(lim sup(Ng, \M)) = A(0) = 0.
k—o00 k—o0
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und damit die Behauptung
Tim by - My, | = lim A(Ny,) = A(M).

Beweis von (*): Angenommen, = € limsup,,_, (N5, \M). Dann ist « ¢ M.
M kompakt = M€ offen = Es gibt ¢ > 0 mit [z —e,2 + ] C M°. Sei K € N so grof, dass
Op < 5 fiir alle &£ > K. Wére nun

T e Ngk,

so gibe es z € Z mit 20y, (z+1)0x) M # O und x € [20k, (2+1)0%). Ein a € [20k, (24+1)0) N M
erfiillt aber |z —a| < 6 < § und da @ € M auch |z — a| > ¢, Widerspruch.
Also ist

T € N5k.

Damit ist aber « € limsup,,_, .. (Vs \M ) nicht méoglich.

Losung 49.

Losung:

(a) X,Y unabhingig = PXY) = PX @ PY =

ny(Z) = ]P)(XY < Z) = / dP(X’Y)(iU>y)
{(z,y)€R2:zy<z}

Fubini / / dPX (2 de.( )_ / FX( ) dFy (y).

(b) Bonus maktheoretische Induktion nach h:

(1) h =14, A € Bg: Dann gilt fiir alle y > 0:
/ By = / L d\ = A(A) = 1A(yA> _ / iﬂAy(I) d\(z)
1
= [ 1) axa) - / h(E) dra).

y vy

(2) h= Z?Zl y;l4, primitive Funktion. Dann gilt fiir alle y > 0:

/hdA Def. Maini. Z%/HA a0 Zy]/ d)\( )
ot [ 5;%%@) i) - | éh@ dA(x).

(3) h > 0 nichtnegativ messbar numerisch = Es gibt Folge h,, > 0 primitiver Funktionen
mit h, T h.
= gn(x) = ih”(g)’ g(x) == h(3) erfiillen 0 < g,, T g (damit mon. Konv. anwendbar).

Dann gilt PY-f.s.:

e aldin . 1 mon. Konv. 1
/h d Dot Makint /h A2 tim [ 2 (E) da(e) "o /—h(f) d\(z).
y
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(c) Wir zeigen fiir das N-stabile Erzeugendensystem & = {(—

E) - / / L)

VE € &€ :

Maferweiterungssatz (linke, rechte Seite Mafe) =

d]PX Y

]P)X.Y(

o = Jryfx(§) dFy(y).

Wir zeigen nun (*):

Dann gilt fiir y € R:

Sei z € R beliebig.

00, z] : z € R} von Bg:

dFy(y) dA(z) ()

(*) gilt fiir alle £ € Bg

&@>=£4mﬁ D)= [ Felo)wgy(@) 3@
© (L, = Y da () — 1
/yﬁﬂyﬂ(wﬂw)dM) b[@ﬂyn&) A@).
Damit:
PXY((—o0,2))) = Fkﬂ)()/Pk%>M%(>
£ S e 450
Fubml a:
/ - / 1) dFy () duo)
Losung 50.
Losung:
(a) (i) Es gilt
o(X) = X7'(Bx) MY XN B ) = X0 {1020 {1.2)))
= {0,{a,d},{b,c},Q},
o(Y) = Y UBe) "OE I v B, ) = YTU{0, {2}, {3}, {2.3}])
= {®>{a’d}7{b>c}79}7
0o(z) = Z74Bx) EN 2B ) = 270, {1} {23, {1.2}))

(ii) Informell: X, Y kénnen nicht unabhéngig sein, da o(X) =

Formal:

{0,{a,c},{b,d},Q}.

o(Y).

Radon-Nikodym Eind. Dichte
=

e Moglichkeit 1 (Definition Unabhéngigkeit iiber erzeugte o-Algebren): Wihle

Ay ={a,d} € o(X

) und das gleiche A,

= A € o(Y). Dann gilt

P(AL N A) =B(A) = 5 # 1 = 5 - 5 = P(A)B(Ay).
e Moglichkeit 2 (iiber Urbilder): Es gilt
P(X = 1Y =3) = P(0) # ; = 55 = P({a,d})}B({b,c}) = B(X = 1)B(Y
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Wichtige Anschauung: Es spielt keine Rolle, welche konkreten Werte X, Y annehmen,
sondern nur, wo (auf welchen w) sie diese annehmen und mit welchen Wahrschein-
lichkeiten. Daher geniigt es auch, Unabhéngigkeit iiber die erzeugten o-Algebren
zu definieren, die genau ’abspeichern’, auf welchen Elementarereignissen w X ver-
schiedene Werte annimmt. Ist zum Beispiel X (w) = 2, so weifs man bereits, dass
w € {b, c} liegt. Dadurch ist der Wert von Y (w) hier aber schon eindeutig bestimmt
durch Y(w) = 3. Auch wenn Y (w) nicht eindeutig bestimmt wére, muss Y noch
lange nicht unabhingig von X sein - solange sich durch Kenntnis des Wertes von
X die Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Werte von Y éndern, sind diese abhéngig.

Y, Z sind unabhéngig:
Update: Es geniigt, nur jeweils EINE der unten stehenden Gleichheiten nachzurech-
nen, da bereits &y = {{a,d}} und €z = {{a, c}} N-stabile Erzeugendensysteme sind!

e Moglichkeit 1: Nachpriifen auf N-stabilen Erzeugendensystemen &y = {{a,d}, {b,c}},
&, = {{a,ch, {b,d}} von o(Y), 0(2);

P{a,d} N {a,c}) = B({a}) = § = 3 - 5 = P({a,d}) - P({a,c})
P({a.d} 0 {bd}) = B({d}) = = 3 -5 =B({a,d}) - B({b.d)})
P{b.c} N {a,c}) = B({c}) =1 =55 = P({bc}) - Pl{ac}),
P({b,ck N {b,d}) = BB} = =5 5 = B({b,c}) - E({b,d}).

vLz4 o(Y), o(Z) unabhéngig = Y, Z unabhéngig.
e Moglichkeit 2: Nachpriifen auf N-stabilen Erzeugendensystemen & = {{2}, {3}}
baw. &z = {{1},{2}} von Be|, 5, baw. Be, ,:

Py =22=1) = B{a})= =3 5 =BY =2P(Z=1),
P(Y =2,Z2-2) = P({d}) = i % % _P(Y = 2)P(Z = 2),
P(Y =32=1) = B({c}) =1 =55 =P(Y =3)B(Z = 1),
Py =37=2) = B({}) ==y 5=P¥=3KZ=2)

VEg4 Y, Z unabhéngig.

X, Z sind unabhéngig, da ¢(X) = o(Y') und Y, Z unabhéngig.
(iii) X,Y, Z sind nicht gemeinsam unabhéngig.

Def. oder Prop. 2.7
=

Angenommen, XY, Z sind gemeinsam unabhéngig X, Y unabhingig,

Widerspruch.
(b) (i) Y1 = max{Xy, X}, Y5 := [{x,<0) sind Funktionen von unterschiedlichen X;
X1, Xo, X3 gemeinsam unabhéngig VLT Y1, Y5 unabhéngig.
(ii) Wahle (2,4, P) wie in (a).
Wihle X1 = )(7 X2 =Z.
(a) = X, Z unabhingig.
Auferdem (Wertetafel):
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w H a b ¢ d
Xi(w) 1 2 2 1
Xo(w) 1 2 1 2
X1+ Xow) |2 4 3 3
X;—Xow) |0 O 1 -1
Nun gilt
1 11
Losung 51.
Losung:

(a) Es gilt fiir jedes w € (0, 1):
1

Xo(w) = Vil 1y(w) "= 0 = 0.

stoch. Limes eindeutig, P26
=

Falls X, (L; X, so folgt X, B x X =0fs.

Sei r > 1. Dann:

E[|X, — 0] = n¥El 1] = n#A([0,

Das bedeutet X, (Q 0 r<2.
(b) Angenommen, X, % X. Dann gilt auch
Xo=Xon 5 X, —Xo=Xoni1 > X
Andererseits ist (konstante Folgen)
Xo 5 Xy, —Xo 5 —Xo.
Eindeutigkeit stochastischer Limes P26 =
Xo=X=-X, fs.

= 2X2 =0fs.
Widerspruch, denn fiir alle w € [0, 3) ist Xo(w) =1 und A([0,1)) = 5 # 0.

(¢) Vermutung: Grenzwert X = 0.

e Sei e > (0. Dann

P(Xn =0l Zz2) < P(n Winmwm =€)
= ]P’(n . ]I[ k(n) Ic(n)+1) Z 5)

am(n) > gm(n)
k(n) k(n)+1 1 1
< P([2m(n)> 9m(n) )) " 9m(n) ~ 9llogy(n)]

— 0,

dh. X, 5 0.
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o X, £ 0 = Falls X, (i; ..., dann muss X, (i; 0 gelten.
Weiter ist

k(n) k(n)+1

om(n) =

)) =n' om(n) —

E[|X,—0|"] = nr'E[H[ k(n) k(n)+1)] =

2™M(n)? gm(n)

fiir alle r > 1 = Es gilt nicht X, (i; 0.

o X, 50 = Falls X, — ... f.s., dann muss X,, — 0 f.s. gelten.
Sei z € [0,1) = Fiir alle m € N existiert k(m) € {0,...,2™ — 1} mit

k(m) k(m) + 1

€ :
e om

).
Definiere n(m) := 2™ + k(m). =
Xom) (@) =n(m) - W gmy(x) = n(m) = oo (m — 00).

D.h. es existiert eine Teilfolge X, (x) von X, (z), die nicht konvergiert = X, (x) /4
0.

Das heifst, P(X,, /4 0) = P(]0,1)) = 1 # 0 ("X,,(z) konvergiert fiir kein 2”) = Es gilt
nicht X,, — 0 f.s.

Losung 52.
Losung:
a i) Sei X, beliebige Teilfolge von X,,. PR 36 g gibt Teilfolge X,, — X f.s.
k ki

Lemma von Fatou, \Xnkl [2>0 Vorauss

E[| XY = E[lim | X, |] < liminfE[| X, |Y] < oc.
l—o0 ! l—o0 L
(ii) Es ist (wir wenden die Holder-Ungleichung an mit ﬁ + ﬁ =1
EHXn - X|T]
= B[ X5 — X[, -xp>e) + B[ Xn — X["Ijx, - x)<c}]
Holder, iy + — =1 g o
=T B(X, - XIPEEY o] X — X T xi<e)
<er <1

< E[| X, — X|T7P(| X, — X| > )T +¢".

(iii) Hinweis =
E[| Xy, — X1 < 24(E[| X, |*] + E[ X ]]).

(i), Voraussetzung =

limsup E[| X, — X|?] < 29(lim sup E[| X,,|?] + E[|X]?]) < oo.

n—oo n—o0

(ii) =

limsup E[| X,,— X|"] < limsupE[|X,, — X |9/ limsupP(| X, — X| > &) +&" =£".

n—oo n—oo n— oo
. .
~~ ~~

<o
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e—=>0=
limsup E[|X,, — X|"] <0

n—oo

dh. X, 8 X,
(b) Es gilt X,, = 0 =: X P-f:s., denn fiir alle z € (0,1) ist

Xn(z) = nl/qﬂ[og)(a:) "0 0= X(z),

und A({0}) = 0.
Auferdem ist

E[lXalY] = E[nlp.1)] = n- A0, -)) = n-

=1 = limsupE[|X,|]=1< 0.
n

n—0o0

S|

Aber
EHXn - X|q] - E[|Xn|q] =1 7L> 0,

dh. X, W X gilt nicht.

Losung 53.

Losung: Es sei S die Menge der Zeichen auf der Schreibmaschine, F := (f;)ieq1,...np C SV
Goethes Faust und entsprechend N € N die Liange des Texts von Goethes Faust.
Modellierungsidee: Wir wollen die Zeichenfolge, die der Affe tippt, als Folge von messbaren
Abbildungen (X;);en definieren. Das i-te Zeichen der Zeichenfolge wird also durch X; € S
angegeben.

Da der Affe rein zuféllig tippt, hat der konkrete Wert eines zuvor getippten Zeichens keine
Auswirkungen auf das néchste getippte Zeichen, daher sind die X; unabhéngig. Aufserdem haben
alle X; dieselbe Verteilung, jedes X; nimmt alle Werte aus S mit gleicher Wahrscheinlichkeit
an.

Formalisierung der Modellierung: Es sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf welchem
wir eine Folge (X;);en von unabhéngigen, identisch verteilten messbaren Abbildungen X; : Q —
S mit induzierten Verteilungen

1

VsES:IP’(Xizs):m.

definieren. Wir unterteilen nun die Zeichenfolge (X;);en in Blocke der Lange N: Wir definieren
den i-ten Block durch
}/i = (X(i—1)~N+1a 7XzN) (l S N)

VL27
(

(Xi)ien unabhéngig, Y; hdngen von verschiedenen X; ab Y;)ien unabhéngig

=
A;={Y;=F} €A Imi-ten Block steht Faust (i € N).

sind stochastisch unabhéngig, und
VieN: P(A) = P(Y; =F) =P(X4-1.n41 = f1, Xin = fn)
i upabh. P(Xiynve = fi) o - P(Xin = f)
1 N
- (@)
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= 2ien P(Ai) = D ien @ =00

Borel-Cantelli 3.4(ii)
=

D.h. P-fss.

1 = P(limsupA,) =P{{w e Q:we A, firunendlich viele n € N})

n—oo

= P(Y,, = F fiir unendlich viele n € N).

tritt Y,, = F unendlich oft ein, d.h. P-f.s. schreibt der Affe Faust unendlich oft.

Losung 54.

Losung:

(a) (i)

(iii)

Sei w € Q. Dann ist wegen log(n) — oo:

Xl(CU)

0.
log(n)
= lo)g{(ln) — 0 (sogar ohne f.s.).
Fiir € > 0 gilt:
P(|Y, — 0] > ¢) =P(X,, > log(n)e) = /1 ( )e_“”dx = exp(—log(n)e) =n"° — 0.
elog(n

=Y, Lo
Achtung: Wesentlicher Unterschied zu (i) ist, dass X, (w) nun auch von n abhdngt!
Daher kann nicht wie in (i) fir die f.s. Konvergenz argumentiert werden.

X, stoch. unabh. = Y}, stoch. unabh. = A,, := {Y,, > 1}, n € N sind stochastisch
unabhéngig.

Auferdem

Rechnung wie in (i) mit e =1 1

P(A,) = P(Y, > 1) = P(X,, > log(n)) o

3 .

= > henP(An) = o0

BoreCantelli 3441 4 _ P(limsup,,_,., An) = P(Y,, > 1 fiir unendlich viele n € N).
= limsup, ., Y, > 1 fs.

Angenommen, Y,, — 0 f.s. = limsup,,_,. Y, = 0 f.s., Widerspruch!
Sei € > 0. Definiere A,(¢) :={Y, > 1+¢}.
=
Rechnung wie in (i) mit ’e =1+ ¢’ —(1+e)

P(A,(e)) = P(Y, > 1+¢) = P(X,, > (14¢)log(n)) = n :

= > wen P(An(e)) < o0
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(b)

Borel-Cantelli 3.4(i)
=

= limsup,_, Y, <1+¢€fs.

1 .
€=1,k—o0=limsup, Y, <1fs.

(4t3):limsup,, , o Yn>1 f

= “* lim SUD,, oo Y = 1 8.
Sei ¢ > 0. Es ist
P min{| ] (X} 0] > 2) = Plmin{]0], X)) > ¢
= P(|Xi| > e, ..., |X0] > ¢) X; iid.

Voraussetzung =

1
1—a

D P(Imin{| Xy, ..., [Xa[} = 0] > &) <D P(IXy[ > )" <> a" < < 0.
n=1 n=1 n=1

Bemerkung 3.2
=

min{| X/, ..., | X,|} = 0 fs.
Sei € > 0. Dann:

Xn Markov-Ungl. [K, X2 E X2
B2 0> ) = P(X 2 en) e ] X
n

(en)? e2n?
= 3 P(Xe — 0] > e) < HE Y L <o
Bem, 3.2 Xn 50 L.
Sei € > 0. Dann
Xne{0,1} 1
P(|X, -0 >e)=P(X,|>e) < PX,=1)=-—=0.
n

= X, 50.
X £ 0 = Falls X, — ... f.s., so muss X,, — 0 f.s. gelten.

Definiere A, := {X,, = 1}.
X, n € N unabhingig = A,,, n € N unabhéngig.

Ziozl P(A,) = 220:1 P(X,=1)= Zzo:l 'rlz = .
Borel-Cantelth, 8410 ) P(lim sup,, ,., A,) = P(X,, = 1 fiir unendlich viele n € N)
= limsup,_,., X, >1fs.

Widerspruch zu X,, — 0 f.s.
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Losung 55.

Losung:

(a)

Es gilt fiir jedes w € (0,1):
Xn(w) = exp(—nw) — 0.

Aufserdem \({0}) =0= X,, = 0 fs.

:>Xn3>0.

Sei r > 1 beliebig.
Falls X, (i; X, so folgt X, B x

stoch. Limes eindeutig, P26
=

X =0Tf1s.

Es ist

E[| X, —0]"] =E[X]] = /0 exp(—nrz)dr = i(1 — exp(—nr)) — 0.

nr

(Alternativ: Majorisierte Konvergenz, | X,| < 1).

= X, (i; 0.
Angenommen, X, % X. Dann gilt auch
Xo=Xop = X, —Xo=Xonp1 = X
Andererseits ist (konstante Folgen)
Xo 5 Xy, —Xy 5 X
Eindeutigkeit stochastischer Limes P26 =
Xo=X=-Xy f.s.

= 2X, =0ts.
Widerspruch, denn X»(w) # 0 fiir w # 1.

Es gilt fiir jedes w € [0,1):

n>- —

Xp(w) = néﬂ[ﬂ,l)(w) =“0—0.

Damit ist X,, — 0 (sogar ohne f.s.)

= X, = 0.
Falls X, 3 X, so folgt X, 5 x “e Hmegndenie P20 5 ¢
Sei r > 1. Dann:
T z T n—1 r_q
n n

Das bedeutet X, (L; 0 r<d.
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Losung 56.

Losung:

(a) Es gelte X, 5 X, X, 5 Y. Seie > 0. Dann

(*)
B(IX=Y] 2 &) < P(IX—Xo[+|Xa =Y | 2 ) < P(IX,=X] = D+P(¥a=Y| 2 5) 50 (n— o).

=

P(IX V] #0) =P( [ J{IX -] > }) S P(X - Y| > >

keN keNN

=0
= X =Y {s.
(*) gilt wegen der Regel

Pla+b>c+d)=Pla>coderb>d) <Pla>c)+Pb>d).

(a), Xn—>X

(b) Sei X,, =Y fs. = X, Ly X=Y=X,— Xfs
Kennt man also den Limes der schwc'icheren stochastischen Konvergenz, so gibt es auch
fiir die starkere f.s. Konvergenz keine andere Mdglichkeit als diesen Limes (analog fiir
Konv. im r-ten Mittel)!

(c) Es gelte X, o X, X, "'y Es ist mit la + b]" < 27(|a|” + [b]") fir a,b € R:

E[IX =Y "] < E[(|X = Xo| +[ X0 =Y )] < 27(E[|X = Xp [ ]HE[ X, = Y[]) = 0 (n = 00).

|X Y| >0145(zz

()

X —-Y|"=0fs. = X =Y fs.

sup | X; — 0] *i20 upX X, 50,

>n i>n

Proposition 3.1 = X,, — 0 f.s.
(e) Esist Y, := M 1. Aukerdem

HX ” Xn 1dent vert. E|X1| ]E|X1|<°°

ElY, -0 < —— 0.

n

=Y, Lo,
(d) =Y, —0fs.

Losung 57.

Losung: Es sei S = {1, 2,3} die Menge der moglichen Farben der Kérner (1 = rot, 2 = blau,
3 = gelb), I :=(3,3,3,3,3) C S° das 5-Tupel, dass 5-mal hintereinander ’gelb’ beinhaltet.
Modellierungsidee: Wir wollen die Folge der Farbe der Korner, die das Huhn frisst, als Folge
von Zufallsvariablen (X;);cn definieren. Die Farbe des i-ten gepickten Korns wird also durch
X; € S angegeben.

Da das Huhn rein zuféllig pickt, hat die Farbe eines zuvor gefressenen Korns keine Auswirkungen
auf das néchste gefressene Korn, daher miissen die X; unabhéngig sein. Aufterdem haben alle
X; dieselbe Verteilung, jedes X; nimmt alle Werte aus S mit gleicher Wahrscheinlichkeit an.
Formalisierung der Modellierung: FEs sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf welchem
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wir eine Folge (X;);eny von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen X; : Q — S mit
induzierten Verteilungen

definieren kénnen. Wir unterteilen nun die Zeichenfolge (X;);en in Blocke der Lénge 5: Wir
definieren den i-ten Block durch

Y;' = (X(i—1)~5+17 7X15) (Z S N)

(X)ien unabhingig, Y; hingen von verschiedenen X; ab VERT (Y:)ien unabhéngig.

=
A, ={Y,=F} € A Imi-ten Block wurden 5 gelbe Korner hintereinander gepickt (i € N).
sind stochastisch unabhéngig, und

Vi € N: ]P(AZ) = ]P(}/z = F) = P(X(i_l).5+1 = 3, ceey Xz'-5 = 3)

X bh.
uga P(X(i_l).5+1 - 3) et P(ng) - 3)

O

= ZiEN P(4;) = ZieN 6i5 = .

Borel-Cantelli 3.4(ii)
=

1 = P(limsupA,) =P{{w e Q:we A, firunendlich viele n € N})

n—oo

= P(Y,, = F fiir unendlich viele n € N).

D.h. P-f.s. tritt Y,, = F’ unendlich oft ein, d.h. P-f.s. frisst das Huhn sogar unendlich oft 5 gelbe
Korner hintereinander.

Losung 58.
Losung:

(a) (i) Seie > 0.
=

Stetigkeit Mafy
— P(

Xo
P(|— — 0] > ¢) =P(|X,,| > ne) = P(|X;1] > ne) | X1| = 00) = 0.
n

(i) Es gilt

X, <1 o 1
P(|— -0/ >1)=P(|X,| > n) = 2/ §]I{|x|>1}x_2dx = / v 3dr = —.
n n n

=Y P(¥—0>1) >3 L=

HoreConteli 34 1 p(lim sup, . {|X2—0] > 1}) = P(|X=—0| > 1 fiir unendlich viele n € N)
Xn

= limsup,,_,,, 5* =1fs.

= % — 0 f.s. gilt nicht.
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(b) Sei e > 0. Es ist

P(jn~ 7 max{|Xi], .., | Xn|} — 0] > ¢) = P(max{| X, .. | X[} > noe)
- 1 — P(max{|Xy|, ..., | X,|} < nve)
= 1—P(X1| < nie, ..., | Xa| < nie)

G P(X| < nre)
- 1—(1-P(Xy| > en?))"
Markov-Ungl. Y

ern3
Hirzveis ]E“XI |'V]

ern?

Es folgt
oo s X 1
> B(n~ max{Xi), X, 1} — 0] > ) < ST $o Lo
n=1

ey n?
n=1

Bemerkung 3.2
=

n~ 7 max{| X1, ..., [ X,|} — 0 fs.

(c) Sei e > 0. Dann:

Xn Markov-Ung]l. EHXHH ]E[le”
Zn ol > e) = > en? < = )
P(] 2 0] > &) = P(|X,| > en”) = en? en?

E[lX
= Y P(|X 0] > ) < EHNlyre 1o,
Ben£>3'2 % —0fs.

(d) Seix:= aliogg(p Definiere B,, := {R, > z} =

Xni‘;'vd'Bin(l,p)

P(B,) =P(R,>2)=P(X, = ... = Xpifa11 = 1) plel < p® =n7.

a>1=>" PB,) <> < n%<oo.

BorebCangelli 340 _ P(limsup,,_, B,) = P(R,, > z fiir unendlich viele n € N).

=fs. R, <uz= ahl)(;g(n fiir fast allen € N

- Ry,
= limsup,,_, aln) <~ log f S.

a=1 —+ % \l, 1 = lim Sup, 00 log(n) S log(p Ls.

Wichtig ist, dass der Grenziibergang mit o durch eine abzdihlbare Folge erfolgt, damit das
f.s. erhalten bleibt.

Losung 59.

Losung:
(a) (X))ien 1.i.d. = (log(X;))ien 1.i.d. (auf alle X; wird die gleiche Funktion angewandt).
E|log(X1)| < oo, Starkes GGZ =
— Zlog ) — Elog(X;) € (—00,0) f.s.

98



Multiplikation mit n =

i=1
exp(-) stetig =
M, = HX”‘ = exp (Zlog(XJ) —0 fs
i=1 i=1
(b) Es gilt:

1 o —o I —
52 = = X, —X,) =~ X?-2X,X, +(X,)?
5 (X~ X0 = - 30X + ()

1=1 i=1
1 & — 1 — 1 &

= g;Xf—QXn-E;XHL(Xn)Q:ﬁ;Xf—

—X,

E|X;| < E[X{]'? < co und Starkes GGZ = X,, — EX;, 1 30" | X? — E[X7] fs.

=
= —ZX2 (X,)? = E[X?] — E[X,]* = Var(X,) f.s.

(c) (Xi), (Y;) unabhéngig und (X;) iid, (Y;) iid = (X;, Y:)iey iid
= (I4(X;, Y:))ien 1.i.d. (es wird immer gleiche Funktion auf (X;,Y;) angewandt).

E|La(Xy, Y1) <1, Starkes GGZ =

1 & .
=3 LX) - ELi(X,, Y1) = P((X.Y7) eA):/d]P’Xl n /I[[Olzd)\z ALY o gy,
n < A

(*) gilt aufgrund %(Ly) = d]z;(l (9‘3)d5§1 (y) = Tjoq (x)ﬂ[0,1]<y) = ]I[o,l}?(l‘; Y).
(d) Seien X; ~ UJ0,1], i € N i.i.d. Dann gilt
/ / Tt g
1 + + Ty,
Integrale

NU[Ol] / / 1= 1 zdPXl( ) d]P)X"(Q?>
Zz 1 T

Integrale

X; unabh Fubini / Zz 1 zdIP)Xl ..... Xn(xla"'ax’l’b) :E[_l—

1 lxl n

Starkes GGZ, B|X;| = EX; = 1 < 00, B[X2] = [l a%de = 1 < 00 =

Ty Xs EX]

2
5
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X;€[0,1] fs. = XZ2 < X, fs. = |V,| <1fs.
Insbesondere Y, — 2| < 2 f.s. und E2 = 2 < oc.
Dominierte Konvergenz =

2 2
EY, — -|=|E|Y, —=|| = 0.
= EY, — 2.
Losung 60.
Losung:
(a) Es ist

PXy=ay,..Xp=a,) = PlweQ:w =ay,..,w, =a,})

n n 1
= A arl07FY @ 107F +107")) = —.
([; . ; k ) =100

Anschaulich: Alle Zahlen, die mit 0.1234 beginnen, liegen im Intervall [0.1234,0.1235) =
[0.1234,0.1234 + 1074).

(b) e Fiir ke N, a, €{0,...,9} ist

9 9
(a) 1 1 1
P(X), = ax) = Z P(X; =ay,....Xp=a) = Z 1_0k:10k’ 1'1_0k:1_()‘
ai,...,ap—1=0 at,...,ag—1=0

= X, k € N sind identisch verteilt (Gleichverteilung auf {0, ..., 9}).
e FirneN, ay,...,a, € {0,...,9} ist

P(X, = a1, ..., Xo = ay) @ = — (%)" ~ [P = an).

= (Xy)g=1...n unabhingig.

(Kann weggelassen werden) Jetzt: Formales Nachrechnen der Unabhdingigkeitsdefi-
nition.

Sei S C N endlich. = Es gibt n € N mit S C {1,...,n}.

(Xk)k=1....n unabhingig = (Xi)res unabhdingig.

= (Xk)ren unabhingig.

(c) Esist

22:1 H{wk:a}:ZZ:l H{Xk:a}(w)

Whkel{l,.n):wp=at 1

A = {wGQ:VaE{O,...,Q}:nli_}rEO#{ {1 ;Ln} Yk a}:E
9 1 n 1

= (Meet: im0 T @ = 5h

a=0

Sei a € {0, ...,9} beliebig.
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Starkes GGZ =

1 n
- ;H{XM} = Ell{x,=a)] = P(X, = a) = i A— f.s.

9 n
. 1 1
AA9) <) P(lim — > Lixy=a # 00 ="
k=1

a=0

= A(A)=1— A(A9) =1.

Losung 61.

Losung:

(a) Fiir k € N gibt es n € N mit 2" < k < 2",
) n
:>7k§2[7{—4

Sk

&

= limsup,_, 2 < limsup,,_,. 5.2

on—1-*

(b) Fire > 0 ist

o U o
P(]=—= — 0] > < P(U, >¢-2"
Kolmogorov-Ungl. > E[S%n] 1 > 1 2 9
< Z £292n = 5_2 Z 4_n ]E[Xk]
n=1 n=1 k=1
umimen vertau 1 1 > 1 . .
Summen yertausche = ZE[X,?] Z yeL no kleinstes n mit 2" > k
k=1 n:2n>k
————
Sﬁﬁ]
11 o0
70 =% 4 9 1 Vorauss.
k=1
Bemerkung 3.2 = % — 0 fs.
(c) Es gilt
Si| (@ U,
limsupM < 2limsup — © 0 f.s.
k—o0 k: n—oo 2”

= limy_. S—k" =0 fs.

(d) Es gilt EX,, = -1 ™ adr =0 und

2n® J—n
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Losung 62.

Losung:
(a) Seie > 0.
Definiere 6; :== (u—1)+e-(j—1),j=1,..,N :=[2] +1 und
€ €
(@) =le =0 =5, (@) =lr—6]+3.

Dann gilt

Elu;(X1) — ;(X1)| = Ele] = &.
Sei f € F beliebig, d.h. f = fymit 0 € [u—1,u+1] = 3j € {1,..N}: |0 — 6, <
(denn 6, bilden Gitter mit e-Abstand) =

£
2

Jolx) =z —0| < [(x—0;) + (0, = 0)| < |z — ;] +[0; — 0] <[z — 0] +§ = u;(2),
und analog

Li(x) = |z —0;] —

= F CUjor wll»ul

-----

Definition N(e, F) = N(¢,F) < N < 2+2 < 0.
Bessere Abschdtzungen von N (e, F) sind moglich; die hier angegebene ist aber maglichst

<lw=0)+(0—6)| =2 <lv—0]+ = =5 = fola).

wlm

einfach.

(b) Es gilt
supE|f(X71)|= sup E|fe(Xy)|= sup E|X;—0|<E|X;j|+ sup 0] < 0.
feF 0€lu—1,p+1] O0e[p—1,p+1] O€lu—1,p+1]

(a) = Fir alle e > 0: N(, F) < o0

Glivenko-Cantelli 3.14
=

17’L
sup ‘Mn(ﬁ)—M(6)|: Sup ‘EZ|X1—9\—E\X1—9H
i=1

0c(p—1,p+1] 0c(p—1,p+1]

= sup —Zf —Ef Xl)‘—>0 f.s.

feF

(C) E‘Xl‘ < 00 Starkes:>GGZ 3.9

X, = EX|=pu fs. (%)

Insbesondere gilt f.s.: X, € [ — 1, + 1] fiir n groR genug (**).
Es ist zu zeigen: M, (X,) — M(EX)) f.s.

Es gilt f.s.
| M, (X)) — M(EX,)]
(o)
< | Xn—EXy|
() _
< sup | M, (0) — M(0)] + X, — EX,|
9€[N717M+1”
P g,

102



(%) gilt, da [[z] — [y]| < |o—y| = [M(0:) — M(6)| < [E[[X1 — 02 — | X1 — 0] <
E| ‘Xl - 01’ - ‘Xl - 62’ ‘ S E\@l - 92’ - ‘91 - 62’

Anmerkungen:

e Bei (***) geniigt auch das einfache Argument, dass M(-) stetig ist (Stetigkeit von
Parameterintegralen, vgl. P14).

o M(X,) ist immer noch zufillig. Man kann nicht einfach M(X,) = E|X; — X,,|
schreiben, da die rechte Seite nicht mehr zufillig ist. Eine korrekte Darstellung wdre
M(X,) = E[| X, -0 |9:X—n (erst Erwartungswert berechnen, dann X,, einsetzen). Die
Extra-Definition des Erwartungswerts als Funktion M hilft, diesen Unterschied zu

erkennen.
(d) Es gilt
1 & . A
- Z L s,<xi<ony = Fo(6n) — Fu(=64).
n i1 N e’
=lix;<ony—lx;<—on}
AuBerdem

~

|Fn(6n>_F(U)| |F(00) = F(64)] + |F(64) — F(o)].

IN

Starkes GGZ, E[X?] < 00 = 62 = 1" X2 S E[XZ = o? £5.° " prsy o

F(o) fs.
()] PR

AuRerdem |F},(6,) — F(0)| < sup,cp |Fn(z) — F(x 0 fs.

Es folgt: F,(6,,) = F(0) fs.
Analog: F,(—6,) — F(—0) fs.

=
1 ¢ - S
S Uiz = Falon) = Bu(=60) = F(o) = F(=0) [
i=1
Losung 63.
Losung:

(a) (Xj)ien 1.i.d. = (log(X;))ien id.d. (auf alle X; wird die gleiche Funktion angewandt).
Auferdem

X1 €

[1,2] fs. 2 u:=log(z) log(2) u
E|log(X7)| = Elog(X;) = [ log(z)dx = ue® du = log(4)—1 < 0.
1 0

du/dz=L=e—u

x

Starkes GGZ =
1 n
— E log(X;) — E[log(X1)] =log(4) —1 P —fs.
n
i=1

exp(...) stetig =

n 1/n n
(H Xi> = exp (% Zlog(XQ) — exp(log(4) — 1) = % P —fs.
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(b) X;,i € Niid. = f(X;),i € Niid. (es wird die gleiche Funktion auf jedes X; angewandt)

f stetig auf Kompaktum [0,1] = f beschrinkt (z.B. |f(z)] < C fir alle z € [0,1])

X1~U[O,1],:d>.h. X1€[0,1] (X)) <C = E|f(X))] <C < .
Starkes GGZ =

_Zf ) = Ef(X)) = /dePXl XlNUOl/f]I[OH A= [ fan
0,1

(c) Seien X; ~ UJ[0,1], i € N ii.d. Dann gilt

1 1
// f(m)dxl...dxn
0 0 n

——

n Integrale

n Integrale

X; unabh Fubini 1 _
G sz AP () = Ef( 7 X))
i=1

Starkes GGZ, E|X;| =EX; = 3 < 00 =
1< 1
- Xi—»EX; =5 fs.
n 2

fstetig = f(2 37, Xi) — f(3) Ls.

f stetig auf [0,1] = f beschriankt (z.B. durch C, d.h. Vx € [0,1] : |f(x)| < O).
S IR, X) - F(3) < 2€, EPC] = 2C < o0,

Dominierte Konvergenz =

B/ > X) - ()] - ZX -0

Losung 64.
Losung:

(a) Esist

A = {max |Sk| > a} ={3k € {1,....,n} : |Sk| > a}

-----

—~
*
~

{3k e{l,....,n}:|S] <a,..|Sk1| <a,l|Sk| >a}

Uk*l nAk'

-----

(*), d.h. insbesondere 'C’ gilt, da man immer das erste k wéhlen kann, bei welchem
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(b) Es gilt

B52) > B2 U2 B3I, = YO E(SAL)
k=1 k=1
(c) Esist
E[S/1a,) = E[(Sn— Sk + Si)’la,]
= E[(Sn — Sk)’Ia,] + 2E[(Sn — Sk)Skla,) + E[ Sp 1a,]
>0 Df\;
> Xy

> 0+ 2E[(S, — Sk)Skla,] + ¢’E[Ls,]
Es ist S, — Sk = fi(Xkt1, ..., Xpn) und Sils, = fo( Xy, ..., Xi), d.h. diese beiden Terme
héngen von verschiedenen unabhéngigen ZV ab und sind daher unabhéngig.

=
—_——

=37 1 EXi=0

(**) = E[S2L4,] > a®P(Ay).

0) (¢) — 27, 1 () E[S2
P(kgaxn |Sk| > a) =P(A) @ ZP(Ak) < E[SiLa,] < ]E[Sn]

..... a? a?
k=1 k=1
Losung 65.
Losung:
(a) Es gilt fiir e > 0:
1 (d) E[S?]
- > ) = > < o
PO e, 15k 2 €) = B( max |5i] 2 ne) < 255
Weiter ist .
ES? = Var(S,,) i mabh ZVar(XZ) < no?
i=1
=
1 2
P(= max [Sy|>¢) < — =0

-----

(b) Fiir k € N gibt es n € Nmit (n —1)? < k < n?

Sk Un _ — _n? U
= k' — (n—1)2 = (n—1)2 n2

: S : n? Un _ 1 Un
= limsup,_,, 3¢ < limsup,,_,., e s T limsup,, ., 7%
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(c) Fir e > 0 ist

A

g
=
=
Y
(@)
:I\D

00 Un
P(|l— — 0| >
RS

n=1
2
Kolmogorov-Ungl. =2 ]E[S72L2] 1 > 1 "
< Z £2(n2)2 T2 Z nt E[X}]
n=1 n=1 " k=1 j;;/
< |
< 5_2 ) < 00
n=1
Bemerkung 3.2 = % — 0 fs.
(d) Es gilt
Sk| © Un (c
lim sup M < limsup — © 0 fs.
k—o0 n—oo N
= limy_, % =0fs.
Losung 66.
Losung:
(a) Seie > 0.

Definiere 6; := (0 — 1) +e-(j—1),j=1,..,N :=[2] +1 und
. £ . €
lj(z) = min{z,0;} — 5, wuy(z) = min{z,0;} + .

Dann gilt
Elu; (X1) — 1;(X1)| = E[e] = e,

Sei f € F beliebig, d.h. f = fymit 0 € o —1,0+1] = 3Jj e {1,..,N} : |0 —0;] <
(denn ¢, bilden Gitter mit e-Abstand).

£
2

= |min{z,0} —min{xz, 0;}| < max{|r —z|,|0 —0;]} = |0 — 0;| < 5. =
fo(x) = min{z, 8} < min{x,0;} + g = u;(x),

und analog
€

lj(x) = min{z,6;} — 5

< min{z, 0} + g — — =min{z, 0} = fp(z).

€
2

=1,...,

Definition N(e, F) = N(¢,F) < N < 2+2 < 0.
Bessere Abschdtzungen von N (e, F) sind mdglich; die hier angegebene ist aber mdglichst

einfach.

(b) Es gilt
supE|f(X1)|= sup E|fo(X1)]= sup E|min{Xy,0} <E|Xi|+ sup 0] < 0.
fer 0€[o—1,0+1] fclo—1,0+1] S=——~——" 0€lo—1,0+1]

<E max{|X1|,|0[}
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Achtung: |min{X,,0}| < |0| 0.A. gilt wegen dem Betrag nicht!

(a) = Fiir alle e > 0: N(, F) < o0
Glivenko-C:z;ntelli 3.14

1 n
sup  |M,(0) — M(6)| = sup |- Zmin{Xl, 6} — Emin{X,, }|
O€lo—1,0+1] oelo—1,0+1] T ]
= sup|— —Ef(X1)|—=0 fs.
up Z F(X) = Bf(X) f

(C) E[XlQ] < Starkes:(gGZ 3.9

62 - E[X?] =0* fus. (%)
Insbesondere gilt f.s.: 6, € [0 — 1,0 + 1] fiir n grofs genug (**).
Es ist zu zeigen: M, (6,,) — M (o) f.s.

Es gilt f.s.

(***)V
< [6n—0]
(+2) )
< s [M6) - MO)| + 6 — o
0€lo—1,0+1]]
ST

(***) gilt, da (Hinweis) | min{ X7, 61 } —min{ Xy, 6> }| < max{|X;—X;|, |01 —02|} = |61 —02].

Anmerkungen:

e Bei (***) geniigt auch das einfache Argument, dass M(-) stetig ist (Stetigkeit von
Parameterintegralen, vgl. P14).

o M(6,) ist immer noch zufillig. Man kann nicht einfach M(6,) = Emin{X;,d,}
schreiben, da die rechte Seite nicht mehr zufillig ist. Eine korrekte Darstellung wdre
M(6,) = E[min{Xl,Q}He:&n (erst Erwartungswert berechnen, dann &, einsetzen).
Die Ezxtra-Definition des Erwartungswerts als Funktion M hilft, diesen Unterschied
zu erkennen.

(d) Es gilt

— ZH{X oy = Fu(X).
Aufserdem
|Fu(X,) — F(EX)| < |Fu(X,) — F(X,)| + [F(X,) — F(EX)].

F 5tet1g

Starkes GGZ, E|X;| < o0 = X, - EX; fs. F(X_) — F(EX)) fs.
AuRerdem |F,(X,,) — F(X,))| < sup,eg |Fr(z) — F(z)] Bsp 313 ) o

Insgesamt: = 7 | Lix,<xny = F(X,) = F(EX,) fs.
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Losung 67.

Losung:

(a) Zunéchst sind die Randdichten zu bestimmen:

fX(ﬂU) = /fX,Y(I,y) dy:/l[{0<x<y} exp(—y) dy:/ exp(—y) dy'ﬂ{xzo}
R R T

= [— exp(—y)L Taz0y = exp(—x) - Iz>03,

Yy
fY(y) = /fX,Y(%y) dz = / H{ogxgy} eXP(—?J) dr = exp(—y) / ldx- ]I{?JZO}
= R R 0

= y-exp(—y) - Liy>0}.

Dann sind die bedingten Dichten gegeben durch:

= ex - ]I <z<ly
Ixy=y(x) = %’ fr(y) >0 _ %’ y >0
1
Frixea(y) Lorled) - f(2) > 0 LT
=z \Y = _
JYIX=ald) 0, Fx(z) =0 0 0

= €' -e¥ Ijo<acy)

(b) Die bedingten Erwartungswerte berechnen sich durch:

1 1 (Y
EX|Y =y] = /fv-fXYy(fE) dw:/fﬁ';'ﬂ{osm} dz = —/ z dz - Iysoy
- R R 0

Y
1 71 Y I

2 Y
= [535 }0 Lyzop = 5 - Lyzop

EY|X =z = /?/ . leX:x(y) dy = /?J et eV Tiocagyy dy = €7 / y-e ¥ dy - Lo
e R R z

— €. [_ (y + 1)~e*y} Tz = (2 +1) - Tipsop

(c) Es ergibt sich (einfach ’kleines 2’ durch ’grofses z” ersetzen):

E[X|Y](w) = E[X|Y = Y(w)] = @ ']I{Y(w)zo} = E[X|Y] = g . H{YZO}y
EY[X] = (X +1)- Lixsoy

Anmerkung: Die Indikatorfunktionen sind hier am Ende strenggenommen nicht notwen-
dig, weil X,Y > 0 P-f.s.

Losung 68.

Losung:
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(a) Wir rechnen nach, dass aE[X|F] + E[Y|F] die Eigenschaften des bedingten Erwartungs-
werts E[aX + Y| F] aus Prop. 4.11 erfiillt:

o E[X|F],E[Y|F] F-messbar = aE[X|F| + E[Y|F] ist F-messbar.
e Sei ' € F. Dann gilt

/aX—i—YdIF’ = a-/XdIP’—i—/YdP
F F F

Prop. 4.11 a-/]E[X|f] dIP’+/E[Y| F] dP
F F

_ /F («BIX|F) + E[Y]F]) ap

Prop. 4.11
=

ElaX + Y|F] = aE[X|F] + E[Y|F] fs.
(b) E[X|F] F-messbar = F := {E[X|F] <0} € F. =

0= / 0dP > / E[X|F] dp "%t / X dP > 0.
F F F

éO:fFEX‘JT" d]P):fE X’F]I{IE[X|J-‘}<O];

V

0
<

(c) Esist

E|g(X), Xo) = [ lates, )] P a1 )
X1, Xz unabh., Fubini //|g(m1,x2)| AP (1) P2 (1)
- [ E[lat61,22)l] a2 (a) = E[Elg(xi.0)]

<o
y=Xo

Sei F := X, 1(By). Wir zeigen, dass Z = E[g(X1, y)] die Eigenschaften des bedingten
y=Xo

Erwartungswerts E[g(X7, X5)|X3] aus Prop. 4.11 erfiillt.

e X, F-messbar, g messbar = E[g(X1,y)] N F-messbar.
Yy=A2
e Sei F € F. = F = X,'(B) mit einem B € By. =
[ Bl ap - | Blo(xi, )] 4P (o
F y=X2

— //X g(x1, 29) AP (1) dPX2(25)

Fubini, E|g(X3, X2)| < oo / g(xy, x9) AP Xl’Xz)(xh T2)
X1xB
_ g9(X1, Xy) dP.
(X1,X2)" (X1 xB)

Wegen (X1, X2)"1(X x B) = X; H(X)NX,1(B) = QNF = F folgt die Behauptung.
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Losung 69.

Losung:

(a) Sei Y € L*(Q, F,P). Es gilt

E[(X - Y)Y = E[((X - E[X|F])+ (E[X|F] - Y))’]
= E[(X - E[X|F])’] + 2E[(X — E[X|F]) - (B[X|F] = V)] + E[(E[X|F]
Wir untersuchen nun zunéchst den zweiten Summanden. Wegen E[Z] = E[E[Z|F]| gilt:
E[(X - E[X|F]) - (E[X]F] = Y)]

_ IE_E (X — E[X[F]) - (B[X[F] - ‘fﬂ

E[X|F] Siid F-messbar IE( [X|F] - Y) - E[E[(X E[XU:D‘ H

Linearitéit: bed. EW

E[(E[X|F] - Y) - (E[X|F] - E[x|F])]
- 0.

Damit ist
E[(X —Y)’] = E[(X — E[X|F))?’] + E[(E[X|F] - Y)?].

(b) (i) Es gilt

E[ (X - 2) —XYZ+e*?|X,Y]
N——
=X2-2XZ7+72

Lin., Messbarkeit

= X? - 2X -E[Z|X,Y]+E[Z}X,Y] - XYE[Z|X,Y] + E[¢*?|X,Y]

Unabh. X?-2X -EZ +E[Z°] - XYE[Z] + E[¢*7]| _,
X~N(0,1), Hinweis

= X2 —0+1— XY -0+exp(—X?/2)
= X2+ 1+ exp(—X?/2).

(i) Esgilt Z2=(Z - X+ X)?=(Z-X)??+2X(Z-X)+ X* =

E[z2x] M MEP Bz - X)2X] + 2XE[Z — X|X] + X2

E[(Z — X)) +2XE[Z — X] + X?
Z—XNZN(O,I) 1404 X2

Unabh.

(c) (i) Esist X; unabhéngig von X, aufer im Falle i = 1. =
E[S,[X:) " E S EXGX) 2N X+ ) ELX] = X0+ (n - 1) - E[X).
i=1 =2

Xi,..., X, unabhéingig = X,, unabhéngig von S,_1 = > .| ' X,
=

]E[Sn’ Sn—l] = ]E[Xn + Sn—l|Sn—1] = ]E[Xn] + Sn—l = E[Xl] + Sn—l-
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(ii) Wir zeigen zuerst: Fiir alle i = 1,...,n gilt: P(X:50) = P(X1,5)
Da die X; iid sind, gilt

unabh

P(X1Xn) WADN. by o o P ident. verteilt

P @ ... @ PY,

Dieselbe Darstellung erhalten wir fiir jede Permutation von (X7, ..., X,,), d.h. insbe-
sondere ist fiir jedes i € {1,...,n}:

Anwendung der messbaren Funktion g : R" — R g(21,...,2,) := (21,2 ] 7;)
liefert fiir jedes i € {1,...,n}:

P&iSn) — pa(XiXas, Xio1,X1,Xig 1,00 Xn) — pg(X1s,Xn) — p(X1,50)

Nun zur Aufgabe: Es gilt

Sn = E[S,]S,] ZEX]S Z[X1|Sn]=n-E[XlrSn],

1=1

Aulerdem

c n—1

E[Sn-1/Sa] ZEX\Sz ~ DE[X4]S,] =

Sh.

n

Losung 70.

Losung:

(a) Sei F =Y !(Bg).
{(—00,a] : a € R} ist N-stabiles Erzeugendensystem von By, Bild(Y) = [0,t] =

E=Y'{[0,a]: 0 <a<t})
ist N-stabiles Erzeugendensystem von &.

E[XT{x>¢]

Wir zeigen, dass Z = Y1y« + —5555

tungswerts E[X | F] erfiillt.

-Iyy—y die Eigenschaften des bedingten Erwar-

e Y F-messbar = Z F-messbar.
e Sei F'=Y71([0,a]) € &. Es gilt

/XdIPz / XdIP:/ XdIP+/ X dP (%)
F Y=1([0.0)0Y 1 ([1.0)) {v<i) {a>Y>t)

Auf {Y <t} ={X <t}git X=Y=27=

/ X dP = / Z dP.
{Y<t} {Y<t}
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Esist {a > Y >t} ={X >t} (natiirlich nur, falls a = ¢, sonst tritt der Summand
nicht auf) =

[ xap = [ Xl P = BXIe) - EXTocenl piy 5 4 ap
{a>Y >t} - = P(X >t) ~——>

:f{azyzz}

= / Z dP
{a>Y>t}

)
/XdIP:/ ZdIF’+/ ZdIP:/ZdIP’.
F {v<t} {a>Y >t} F

MaRerweiterungssatz (linke, rechte Seite endliche Make in F' € F) = obige Gleich-
heit gilt fiir alle F' € F.

Einsetzen in (*

(b) (i) X stetig verteilt = X #0 fs. = X = VZ x>0 — VZix<0y =

E[X|Z] = EVZIxs0Z] +E[-VZIx<o) Z].

(ii) Fiir z > 0 ist

Fyz) = B(Z<2)=P(X? < 2) = P(—/Z < X < v3) = F(2) - F(—5)

S fule) = 0.Fy() = 2—jz<f<\/z> +FV=E) A-fs

(iii) Sei F = Z1(Bg).

{(—00,a] : a € R} N-stabiles Erzeugendensystem von Bg, Bild(Z) = [0, c0) =
E:=7"{[0,a]) :a >0})

ist N-stabiles Erzeugendensystem von F.

Wir zeigen, dass W := /(VZ) ) die Charakterisierung eines bedingten Erwar-

fWZ)+f(-VZ
tungswerts E[l;x~0y|Z] aus Prop. 4.11 erfiillt.

— Z F-messbar = W F-messbar.
— Seinun F = Z71([0,a]) € £. =

[ Tocsor P - /{ e AP0V = (/) - FO)

und
_ f(W=) 20,y @ (V2) (s
A /H CES IO RSl A Vs

=fz(2)dA(2)
u:=v/z va
= / f(u) d\(u) = F(va) — F(0) = / I x>0y dP.
0 F
Mafserweiterungssatz (linke, rechte Seite Mafse) = Gleichheit gilt fiir alle F' € F.
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(iv) Es gilt

ExIX? 2 VZE[xs0)|Z] - VZE[lix<0}|Z]

(iif) + analog V7. f(VZ) f(—VZ) ]
fWZ)+ [(—VZ)  fVZ)+ [(—VZ)
VD) - (V)

vz fWVZ)+ f(-VZ)

Losung 71.
Losung:

(a) Zunéchst sind die Randdichten zu bestimmen:

fx(x) = /fXYx?J =8z /ydy Tfo<a<ny
= 45(3 11—z )]I{0<z<1},
) = [ Srrte) do=sy [ do Tpeyen
R 0

= 4y Tpgy<y-
Dann sind die bedingten Dichten gegeben durch:
Ixv(zy) T
— 0, frly) = 0, y ¢ (0,1)
2
= xﬂ{0<m<y<l}
e
fx v (@y) 2
fY|X:z(y) _ )})1:—(36)117 fX< ) >0 _ ﬁH{OSISyﬁl}a S (07 1)
— 0, fx(@) = 0, z & (0,1)
2y
= ] g2lo<esy<yy

(b) Die bedingten Erwartungswerte berechnen sich durch:
2 v, 2
EXIY =y] = | o fxpy=y(z) dz = el deliocy<ty = gylo<y<iy,
— R 0

2 1
EY[X =2] = / Y- leX:av(y) dy = 11— 2 / 92 dy - Tjo<e<1y
e R x

21— a3 2142+ 22
= 37C I[{0<a:<1} 3 H—IH{Ongl}'

(c) Es ergibt sich (einfach ’kleines z’ durch ’grofies z’ ersetzen):

2 2
BLXIY](w) = EIXY = V()] = 2V @lpsyiey = EXIY] = 2VTgeyan,
214+ X + X?
E[Y|X] = 3T Irx Tjo<x<1y-

Anmerkung: Die Indikatorfunktionen sind hier am Ende strenggenommen nicht notwen-
dig, weil X,Y € [0,1] P-f.s.
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Losung 72.

Losung:

(a) Wir rechnen nach, dass Z = 1 die Eigenschaften des bedingten Erwartungswerts E[1|F]
aus Prop. 4.11 erfillt:

e / =1 konstant, also F-messbar

e Sei ' € F. Dann gilt
/ 1 dP = /Z dP
P F

die 1 aus E[1|F]

Prop 4.11

E[1|F] =1 ts.

Wir rechnen nach, dass EX die Eigenschaften des bedingten Erwartungswerts E[X |{(), Q}]
aus Prop. 4.11 erfiillt:

e EX konstant, also {0, 2}-messbar
e Sei ' € {(),Q}. Dann gilt

/XdIF’ EX, F=%, /EXdIP’
7 F_Q) F

E[X|{0,Q}] = EX fs.

Prop 4.11

(b) Wir rechnen nach, dass XE[Y'|F] die Eigenschaften des bedingten Erwartungswerts E[ XY |F]

aus Prop. 4.11 erfillt:

o X E[Y|F] F-messbar = XE[Y|F] ist F-messbar.
e Sei F e F.
(1) Sei X =14, A € F. Dann gilt

/XY d]P’:/ Y dp " 4‘”’:“‘””/ E[Y|F] d]P:/XIE[Y\]-"] dp
F ANF ANF F

Achtung Tutor/innen: Ab hier nicht weiter vorrechnen, sondern nur noch sagen,
dass es jetzt weitergeht mit maftheoretischer Induktion.

(2) Sei X = Z;?:l x;14, primitive Funktion mit x; € R, A; € F. Dann gilt

k k
/XY ap 2 ij/]IAjY ap & ij/F]IAjE[YU-" ] dp 2 /XIE [Y|F] d
j=1 j=1

(3) Sei X > 0 F-messbar und 0 < X,, T X Folge primitiver Funktionen.
Sei zunéchst Y > 0.
Y>0=0<X,Y1TXY (%), und X, E[Y|F]| 1+ XE[Y|F] (**),
=

/ xy dp "0 hm [ xy dP @ lim | XE[Y|F] a
F

n—o0 F n—oo

mon. Konv. (**) / XE[Y|F] dP
F
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Sei nun Y beliebig. =
/XY P - /XY+ d]P’—/XY‘ dp:/XE[yﬂﬂ dIP’—/XE[Y‘|}'] dP
F F F F F
bin- EH7) / XE[Y|F] dP.
F
(4) Sei X F-messbar =
/X+Y dIP:/XﬂEmf] dP, /X—Y dIP:/X‘]E[Y\]-"] iz
F F F F

= [ XY dP = [, X+Y dP— [, X~V dP = [, X*E[Y|F] dP— [, X E[Y|F] dP =
[ XE[Y|F] dP.
Pee N BIXY|F] = XE[Y|F) fs.

(c) Sei F := X;'(Bgr). Wir zeigen, dass E[f(X;)|X3] die Eigenschaften des bedingten Erwar-
tungswerts E[f(X3)| X3] erfiillt.

o F = X;'(Br) = E[f(X1)|X3] ist F-messbar.
e Sei F € F = F = X;*(B) mit einem B € Bg. =

/Ff(Xg) P = /X_I(B)f(XQ) dp
- /f(Xz)-HB(Xz) dp:/f(y)ﬁB(Z) P (y, 2)

Vorauss. /f(y) g(z) APEXS) (2, 2) = wie zuvor

=[x
F
Losung 73.
Losung:
(a) Es gilt
Kou(X,E[Y|X]) = E[XE[Y]|X]] —E[X]-E[E]Y|X]] = EXY]-E[X]|E[Y] = Kov(X,Y).
—— —
mes:sbar [E[XY|XHiter'=EWE[XY} =EY
(b) Esist

Exy] Vomss E[E[Y|X]-Y} “er':EWE[]E[EmX]-Y‘YH

Y Y-messb.

E[Y : E[E[Y\X} M } —E[Y?.

Vorauss.
=X

—_———

Vorauss.
=Y

Auf analoge Weise kann man als Ergebnis E[XY| = E[X?] erhalten.
=

E[(X —Y)’] = E[X?] + E[Y?] - 2E[XY] = E[X?] + E[Y’] — (E[X?] + E[Y?]) = 0.
= X =Y PAs.

115



(c) (1) Esgilt
E[4X sin(Y) + 522 — 3¢XY +sin(X 2)|Y, 7]
Lin., Messbarkeit

= 4sin(Y) - E[X|Y, Z] + 52% — 3YE[eX|Y, Z] + E[sin(X 2)|Y, Z]

U 4sin(Y) - EX +52% - 3YE[eX] + Efsin(X2)]|__,
1 1 1
4sin(Y) / zdx +52% — 3Y/ exda:+/ sin(zz)dz|__,
0 0 0

= 4sin(Y) - %—|—5Z2—3Y(e—1)—|—%(1—cos(2)).

X~U[0,1]

(ii) Es gilt exp(Z) = exp(Z — X + X) = exp(Z — X) exp(X) =

Lin., Messbarkeit

Elexp(Z)|X] = exp(X)E[exp(Z — X)|X]
Unzbh. exp(X) -Eexp(Z — X)
Z—XNN(&I),Hinweis exp(X)e_% _ BX_%.
(d) Es gilt
messbar = Unabh. - iid n—1
E[M,|X:] ™= XE[[ [ X X1] =" B[ [ Xi] = X1 - B[Xq)"
=2 =2
Auferdem
E(M,| M, 1] = E[X, Moy | My, 1] "= M, E[X, [ M,y] "= M, E[X,] = M, EX;.
Losung 74.
Losung:

(a) (1) Sei F = (X1)"(Bg).
{(=00,a] : a € R} N-stabiles Erzeugendensystem von Bg, Bild(X*) = [0, 00) =

€= (X7)7'({[0,a]) : a > 0})
ist N-stabiles Erzeugendensystem von F.

Wir zeigen, dass W := —%—ﬁé)(’}l[{x+:0} die Charakterisierung eines bedingten

Erwartungswerts E[X ~|X ] aus Prop. 4.11 erfiillt.

— X F-messbar = I;y+—qy F-messbar = W F-messbar.
— Seinun F = (X*)71([0,a]) € €. =

/X_ dP = / X~ dIP+/ X~ dP
F (X*H)=1(0) (XH)=1((0,a])

=0 (da X+ > 0)
= /XH{X-«-:()} dP
—E[XTix<o]

=[rLix+=0} dp
= /WdP.
F

Mafserweiterungssatz (linke, rechte Seite Mafse) = Gleichheit gilt fiir alle F' € F.
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(ii) Esgilt X = X+ — X~ =

E[XT{x<0]

E[X|X*] = E[X* — X7]|X*] = X* —E[Xx"|x* € x++ P(X < 0)

]I{X+:0}.

®) (1) X,Yiid = P&Y) =PXgPY =PY @ PX = POX),

g:R? = R? (z,9) — (z,max{x,y}) messbar = P max{X.Y}) — pg(X.¥) — pa(V:X) —
]P)(Y,max{X,Y}) )

P34(c) = E[X|max{X,Y}] = E[Y| max{X, Y}|.
=

2EX|max{X,Y}] = E[X+Y|max{X,Y}]
Hinweis

= Emax{X,Y}+ min{X, Y}| max{X,Y}]
=  max{X, Y} + Emin{X, Y} max{X,Y}|

= Behauptung.
(i) Sei U = min{X,Y}, V = max{X,Y}. Fiir 0 < u < v gilt:

P(U < u,V <p) WIFOFAEE by ) PU > w, V<)

PX <0,Y <v)—Plu< X <v,u<Y <)
@) — (F(v) - F(u))? = 20(u)F(v) — F(u)?

FU7v(U,, ’U)

Q.

ii.d.

= fU,V(U’7 U) = 8uavFU,V(u, U) = 2f(u)f(?])]l{u§v} A2-fs.
Wie oben: Fy(v) =P(V <v) = F(v)? = fy(v) = 0,F(v) = 2F(v) f(v) M.
(iii) =
foarlu, ) F@)luzy
fv(v) F(v)

fU|V:v(u) = A— f.s.

E[U|V =v] = /ufUV:v(u) d\(u) = ﬁ
1

= —EXI o1l
F o) [XTix <]
= E[UIV] = 5nElXIix<nl|,_y
(@)
= E[X|V] =1V +3E[U|V] =3V + 2F<V)E[XH{X9}HUZV

(iv) Hier ist f(x) = Ipq(x) und F(z) =« (x € [0,1]). = Fiir v € [0,1]:

1 1 /° 1
— E[XLix<n] = - dz = —v.
oy P T U/U“” r=aY

= E[X|max{X,Y}] = 3 max{X,Y}.

Losung 75.

Losung: Wir rechnen jeweils die Martingal-Eigenschaften nach:

(a) Fir n € N gilt:
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e (X,),(Y,)sind (F,)-Martingale = E|X,,|, E|Y,,| < co = E|aX,,+bY,| < |a|-E| X, |+
b - E|Y,| < 0.

o (X,),(Y,) sind (F,)-Martingale = X,,,Y,, € F, = aX, +bY,, € F,.
o ElaXpi1 + bYou1|Fn] = aB[Xpi1|F] + bE[X 1| F] * =Y X, + Y.
(b) Fir n € N gilt:

e Voraussetzung = E|¢(X,,)| < oo.

e (X,) ist (F,)-Submartingal = X,, € F,
¢ : (R,Bg) — (R,Bg) ist monoton nicht fallend und daher messbar = ¢ o X,, =

o(X,) € Fo.
o Esist
Jensen-Ungl. ¢ mon. wachs. und E[X,, 1| F,] > X,

(c) Esgilt X, =>"7_, Dy =

Var(X,) = Cov( ZDk,ZDZ Zn: Cov(Dy, D)) = Z\/ar (Dy)+2 Z Cov(Di, D). (%)
k=1

k=1 = kI=1,k>1

Es ist fir k € {1,...,n}:

E[Dy] = E[X} — Xj3—1] = E[X}] — E[X}—1] A Mart- )
= Fir k& > [ gilt
Cov(Dy, D) = E[DyDi] = E[E[DyDy|Fy.1]] = E[D; - EDdFes]  ]=0.
—_——

Xn Mart

=E[Xg|Fr—1]-Xp—1 0

= 2. Summand in (*) verschwindet = Var(X,,) = >",_, Var(Dy,).

(d) S, T Stoppzeiten = S,T A-messbar = S AT A-messbar. Auferdem gilt fiir n € N:
{SAT >n} ={S>n}n{T >n} € F,.
\—\]_C—/ \—E\;—/
€fn n

= S AT Stoppzeit.

Losung 76.
Losung:
(a) Definiere Blocke B, := (€(atb)(n—1)+1, ---s E(atb)n) der Lénge (a + b) und 6 := inf{n € N :
B,=(1,..,1)}.

Wir zeigen 7 < (a4 0)0: Ist 6 = n, so muss (€g4p)(n—1)41, s E(atbyn) = Bn = (1,...,1)
sein. Dann folgt aber 7 < (a + b)n, denn nach schrittweiser Addition von (a + b) muss S,
den Bereich {0, ...,a + b} verlassen haben (wenn nicht sogar schon vorher 7 eingetreten
ist). Also ist 7 < (a + b)n = (a + b)6.
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B,,n € Niid. mitw := P(Bl = (1, ey 1)) = P(g(a+b)(n71)+l = 1)'-~-'P(5(a+b)n = 1) = paer
=

PO =n) = ]P’(Vlgkgn—l:Bk;é(1,...,1),Bn:(1,...,1)>
= 1-w)" " w,

= 6 ~ Geo(w) ist geometrisch verteilt = Ef = L < oc.
= E7 < (a+b)Ef < “ < 0.

(b) Wir nutzen die Abkiirzung ¢ := 1 — p.
((q/p)°") ist ein (F,)-Martingal, denn fiir alle n € Ny gilt:

(i) Sn € Fn= W, =(q/p)" € Fa.
(ii) Esist E[(¢/p)?'] = (¢/p)' -p+ (q¢/p)~' - (1 — p) = 1. Weil die ¢; i.i.d. sind, folgt

E ‘(Q/P)S"

= (q/p)" - (E[(q/p)"'])" = (¢/p)* < oo.

(iii) Es gilt (¢/p)> = (¢/p)™" - (¢/p)™", daher

E [(Q/p)s” Fn_l} = (¢/p)" " - E[(g/p)™] = (q/p)>".

(¢) Wir wollen das OST(iii) auf ((¢/p)”") und 7 anwenden und zeigen zuerst die Vorausset-
zungen:

e Er < oo = Esist P(r < o0) =1,

e Weiter ist S, € {0,a+0b} = E ‘(q/p)ST < max{1, (¢/p)“™} < .

Stet. Maf

o P(71=00) =0 = lim, ..o« P(T > n) P(r =00) =0. =

T>n=S,€{0,a+b}

E|(a/p)*™ Tpron) < max{(g/p)™ 1} - P(7 > n) = 0.

OST(iii) =
(a/p) = E[(a/n)™] = (a/p)° - B(S; = 0) + (a/p)"*" - B(S, = a+1)
= 1+ <(q/p)“+b — 1) -P(S; =a+0).

Die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 1 das gesamte Geld gewinnt, ist daher

(¢/p)* -1

]P’(ST:a—l—b):W.

Losung 77.

Losung:
(a) Wir rechnen die drei Martingaleigenschaften nach: Sei n € N.

o i, €F, =M, =37 ex—(2n—1)p e F,.
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o Esgilt Eley| <1 =
E[M,| <> Eler| <n < oo
k=1

e Ks ist Mn+1 = Mn + En+l — (2p - 1) =

Mne]:n,sn+1_unabh. von Fp, E£n+1:1-p+(—_1)~(1—p):2p—1

E[M,11|Fy] M, +Ee,1—(2p—1) M,,.
(b) Fiir n € Ny gilt

{m=n} = {inf{lkeNy: S, =0b}=n}={S#b,....S,—1 #b,5, =b}

n—1

= [ {Sk #b}N{S, =b} € F.
O N—— ——
k=0 cr.crn €Fn

Insbesondere folgt: 7 : Q@ — R ist Zufallsvariable. = 7 (F,,)-Stoppzeit.

(¢) T (Fn)neng-Stoppzeit = 17, A m (Fy)neny,-Stoppzeit mit 7, A m < m f.s.
OST(i)

(Mn)neNO Martingal =
0= EMO - E[MTbAm] - E[STb/\m] - (2[) — ]_)E[Tb A TTL] S b — (2]) o ]-)]E[Tb A m]
——

<b

= E[n, Am| < QpL—l'

(d) Wir wenden OST(ii) auf M,, und 7, an. Nachrechnen der Voraussetzungen:

mon. Konv. (©) b

e 0<AmTn=En ="lim, . ElnAm] < T

e Fiir n € Ny gilt E[|M,,,1 — M,||F.] < Ellepa||Fu] + 2p—1) <14+ (2p—1) = 2p.
OST(ii) =

0=EM,=EM, =E[S,]-2p—1)En=0b—(2p—1)E7,
=b

b
:ET(’:%——I'

(e) le1] < 1fs. = Elg| <1< oc.
SGGZ = 15, 5 Ee; =1-p+(-1)-(1—-p)=2p—1>0fs.

=5, =n- -5, > oofs.
n
~—
—2p—1

(f) 7 (Fn)neng-Stoppzeit = 7, A m (F,)nen,-Stoppzeit mit 7, Am < m f.s.

(W) nen, Martingal OS:T>(i)

1 =EW, = E[Wﬂ,/\m]-
Definition T, % <1 = [Whyrm| < (%)b'

Dominierte Konvergenz =

1= lim E[WTbAm] = ]E[ lim WTb/\m} = E[nll—lgo WTb/\mH{Tb<OO}] + E[mh—{%o WTb/\m]I{Tb:OO}]

m—00 m—00
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Ist 7(w) < o0, so gilt
L—p
m W am(w) = Wi, (w) = (—=)°.

m—o0 p

Ist 7,(w) = o0, so gilt (fiir w aufserhalb der Nullmenge von (e)):

ﬂ<1

1 —
lim Wi, (W) = lim (—L2)%=) ="

m—0o0 m—o0 p

1 = E[ hm | /\mH{Tb<OO}] + E[ hm WTb/\m]I{Tb oo}]
1 b 1— Dy
= E[(T) Ly <oot] + E[0- L7 —o}] = (T) ‘P(7, < 00).

= P(r, < 00) = (ﬁ)b.
Losung 78.
Losung:
(a) e Anteil der roten Kugeln vor dem n-ten Zug ist M,, =

P(Xpi1 = 1F) =M, P(Xp1=0F)=1-M, (neNy).

e Betrachte nun den Zeitpunkt nach dem (n + 1)-ten Zug:
Dann gilt R, = Ry + Xop1 = Mp(n+2) + X1 =

Rn+1 . n+2 1

M1 = - M, + ——
T+ +2 n+3 n+3

: Xn+1-

e n = (0: genau eine rote und eine schwarze Kugel liegen in der Urne = Anteil rote
Kugeln M, = % Esist Vn e N: 0 < M, <1, denn M, bezeichnet den Anteil der
roten Kugeln. Formaler Beweis mittels Induktion:

Induktionsanfang: 0 < M, = % <1
Induktionsschritt: Ist n € N mit 0 < M,, < 1, so folgt

n -+ 2 1 n+2 1 n 4+ 2 1
0< M,, Xpi1 =M, M,, X <
—n+3v+n+3 o e +3v+n+3 2= n+3 n+3
og gl
(b) Wir zeigen nun, dass (M,) ein (F,)-Martingal ist. Fiir n € Ny gilt:
e M, € F, =0(My: k <n) per Konstruktion.
o (M,|<1=E|M,|=EM, <1< .
o Esist
n+2 1
B[M, .\ |F,] = E[ .M, X, ]
[Mn 1] 7] n+3 LR
n—+ 2 1
2 EDLIR] ¢ Xl
=1.P(Xp11=1|Fn)+0-P(Xp11=0|Fn)=M,
2 1
= n + . Mn + . Mn - MTL
n+3 n+3
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(c) Es gilt
{r>n}={X;=1,..,X,=1}
(anschaulich: erste schwarze Kugel nach dem n-ten Zug genau dann, wenn in den ersten
n Runden alle gezogenen Kugeln rot waren).

'Ganz normale Bayes-Regel” (keine abstrakten bedingten Verteilungen / Erwartungswerte
notwendig) =

]P)(’T > n) = ]P)(Xn = 1|Xn—1 = 1, ...,Xl = 1) . P(Xn—l = 1, ...,X1 = 1)

n

=k
= ||[PX=1X_:1...X:1:||—
(k: | k—1 yeeey 31 ) ]f+1

k=1 k=1
Tele_skop

n+1
(Gegeben Xj_1 =1,..., X; = 1 sind im k-ten Zug sind k& Kugeln rot, 1 Kugel schwarz)
(d) Wir wenden das OST(iii) auf M,, und 7 an. Wir rechnen die Voraussetzungen nach:

o Es gilt

P(T:oo):]P’(ﬂ{T>n}): lim P(7 > n) = lim !

neN

o |M,| <1firalleneN= E|M|<I.

o [M,| <1firallen €N = E[MIi;sn] <Ellsn] =P(1 >n) = =7 =0,

Es gilt R, = 7, denn vor Spielzug 7 kamen 7 — 1 rote Kugeln. 1 rote Kugel lag schon in

der Urne.
OST(iii) =
1 R,
— =My =EM, =E]| | =E[ T ].
2 T4+ 2 T4+ 2
Losung 79.
Losung:

(a) Wir miissen die drei Eigenschaften eines Submartingals nachrechnen: Fiir n € N gilt:
e (X,),(Y,) Submartingale = E|X,|,E|Y,| < co = E|X, VY,| < E[|X,|V|V,]] <
E[|Xo| + [Yal] = E[X,| + E|Ya| < 0o

o (X,),(Y,) sind (F,)-Submartingale = X,,,Y,, € F,
Die Funktion max(.,.) : R* — R ist stetig und daher messbar = max(X,,Y,) =

X, VY, € F,.
o Es gilt
Xn Submart.
= E[Xp 1 VY| Fn > E[X”“V”]Yn Subzmm Ao = E[X, 1 VY| Fo) > X, VY,
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(b) Firn e N, n > 2 ist

Cn = EE[Y]C - kaly./rkfl] S ./T"nfl.

k=2

~—
€Fp_1CFn-1

Es gilt weiter fiir n > 2 :

Cn - Cnfl = E[Yn - Ynfl‘«/t‘nfl]

= E[Y,|F.] - E[Y, 1| Fn1] (%)
>Y, =

((Y;,) Submart.)  (Y,—; € F,_1, da (Y,) Submart.)
> Yo1—-Y,1=0,

= (,, ist monoton wachsend.

Wir zeigen nun, dass (X,,) ein (F,)nen-Martingal ist: Fiir n € N gilt:s

e Esist (7 =0 und (C,) monoton wachsend, daher ist Vn € N: C), > 0. =

E|C,| - EC, = E
k=2

S EY: - Y“ml]]

= iE[E[Yk - qu!}"kq]]

k=2

iter. E:rwart. ZE[Yk — Y 4]
k=2

Y,) Submart.
Tele:skop E[Y,] —IE[Yl]( ) > o

Weil (Y;,) Submartingal, gilt E|Y,,| < co. = E|X,| < E|Y,,| + E|C,| < cc.

® Cnefn_1CFn,und01:O€F1.
(Y,) Submartingal = Y, € F,, = X, =Y, — C, € F,.

e Esist
Cn - Cn—l (*:) E[Yn|Fn—1] - Yn—l

C’n€:.7-'>n—1 ]E[Xn‘-/rn—l] = E[Yn - Cnlfn—l] = Yn—l - Cn—l - Xn—l‘

(c) S, T Stoppzeiten = S, T A-messbar = SVT, S+T A-messbar. Aufserdem gilt fiir n € N:

o {(SVT <n}={S<n}n{T <n}eF,da{S<n}{T <n} €F,

o {(S+T=n}=U,_{5=kT=n—k} =Ui_{S=k}n{T =n—-£k} € F, da
{S=klteFRCcF, {T=n—k}teF, rCF, fir0<k<n.

= SVT, S+ T Stoppzeiten.

Losung 80.

Losung:
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(a) Fir n € Ny gilt
{m,=n} = {inf{k eNy: S, €{2,-3}} =n}={So €{2,-3},...,Sn1 € {2,-3}, S, € {2,-3}}

- ﬁ \{&; Z {2, —3}}10\{871 € {2, —3}}1 e F,.

k=0

€FLCFn €Fn
Insbesondere folgt: 7 : 2 — R ist Zufallsvariable. = 7 (F,,)-Stoppzeit.

(b) Definiere Blocke B,, := (€5n—4, ..., €5) der Lénge 5und 6 := inf{n e N: B, = (1,1,1,1,1)}.

Wir zeigen 7 < 560: Ist = n, so muss (€5,_4, ..., €5,) = B, = (1,1,1,1, 1) sein. Dann folgt
aber 7 < 5n, denn nach schrittweiser Addition von 5 muss S,, den Bereich {—3, -2, —1,0, 1,2}
verlassen haben (wenn nicht sogar schon vorher 7 eingetreten ist). Also ist 7 < 5n = 56.

B, n € Niid. mit w:=P(B; = (1,1,1,1,1)) = 2% =

P =n) = P(Vlgkgn—1:BHA(1,1,1,1,1),Bn:(1,1,1,1,1))
= (I—w)" ' w,

= 0 ~ Geo(w) ist geometrisch verteilt = Ef = % < 00.
:>ET§5E9§%<OO.

(c) Definition 7 = S, € {2,-3} =
1=P(S, =2)+P(S, =-3)

= E[S;]=2-P(S,=2) -3 -P(S, =-3)=2-P(S, =2) — 3(1 - P(S, =2))
=5P(S; =2)—3 (¥

Wir wenden das OST(ii) auf das Martingal (S,,) (Vorlesung) und 7 an.

e (b)=Er<

E[|Sn = Sp-1]|Fa-1] = E[|en|| Fn1] = Elen| = 1

OST (ii) =
ES, =ES, =0.

(*) = 0=5P(S;, =2) -3 =P(S,=2) =

Ul

(d) (S2 —n) ist ein Martingal bzgl. (F,) ist, denn fiir alle n € Ny gilt:

e S, €F, =8 —neF,.
e Esist

E|S; —n| <E[S2+n= Y Ele]+n
jk=1

Ee1=0,E[e?]=1
! :[1] n-1+n=2n< oco.

e Esist S2,1 = (S, +¢ep11)® =52+ 2,415, +c24 =

E[S2. 1 —(n+1)|F,] = S2428,Elens1]+E[er 4] — (n+1) = S24+0+1—(n+1) = S2—n.
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Wir wollen OST(iii) auf das Martingal (52 — n) und die Stoppzeit 7 anwenden:

o Er<oco=P(r<o0)=1,

o Es gilt
Sre{2,-3}
E|S? - 7| <E[S}]+Er < 9+FE7 <.

o Falls 7 >n =S, € {-2,-1,0,1}, dh. $% < 4.

N ]P>(7- - n) Marko%-Ungl. ELL;] (Sb) 2515[292]
=
25[E[0?
E[(S2 — n)iromy] < (4+n)P(7 >n) < (4+n) 5n£9 | —0 (n— o00).
OST(iii) =
E[S? — 7] = E[S; — 0] =0
= Er=E[S}] =2 -P(S, =2) + (=3)*P(S, = —
4 P(S, =249 (1-B(S, =2)) = 6

Losung 81.

Losung:

(a) Wir wéhlen die Filtration (F,)nen, mit F, := o(ex : K < n). Wir rechnen nun die drei
Martingaleigenschaften nach. Fiir n € Nj ist:

©c g EFn = Sy =" ep € Fp = M, =225 ¢ 7

cosh(o)™
o Es gilt Ee”*! = 17 + 177 = cosh(o) (*) =

HE[eC’M’“] =1"=1<o0.
k=1

n

una . 1
E|M,| = EM, 2" ——
cosh(o)

® Opt1 = Sn + Ent+1 =

605n+1
17 cosh(o)n exp (0:Sn11) cosh(o)
Sy € Fn, €py1 unabh. von F,, =
E OEn+1 %
E[M, 1| F.] = M, - e 1] () M.

cosh(o)

(b) 7 (Fn)nen,-Stoppzeit = T Am (Fpn)nen,-Stoppzeit mit 7, Am < m f.s.
(M) nen, Martingal 03T

1=EMy = E[Mpml. (¥

Definition 7, = | M am| < €. Auferdem lim,, o0 Moam = M,,. (¥%)

Es folgt
12 Tim E[M,, 0] "2 VB lim My, 0] = E[ lim My, anlir, <ot HE[ lim My, ondir —oor]
— ot TyAM - o wAM| — ot TpAmA{T,<oco} o mAmi{m,=c0}
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Ist 7, < o0, so gilt

eo‘b
W!,:E)I;O Mo = My, = cosh(o)m
Ist 7, = o0, so gilt
eab
lim M, pm < lim ——— = 0.
mioo A = cosh(o)™
=
1 = E[nllillm MTb/\m]I{Tb<OO}] +]E[ hm MT /\mH{Tb Oo}]
eUb eab
= El———Ii, <o E[0- T —oor] = E[————1,, <00 |-
[ost(o)m <ot + B0 Tinmoey] = B[ oo T ooy
SelO'<1:>‘m| < eb.
Auferdem —+ ((Ts)% — 1 fiir o | 0. Dominierte Konvergenz (strenggenommen mit o = % i

0, k = o0) =

et o0
l=lmE[——— I, —or] = Elim ——— I .on] = P(1, < '
;JIB [COSh<O')Tb {n< }] [;ﬁ)l COSh(O’)Tb {m< }] (Tb OO)

—_——
=1

= P(n, < o0) = 1.

(c) S, =b=ES, =b+#0=ES,.
Angenommen, E7, < oo.

Auferdem E[|S, 11 — Sul|Fn] = Elent1| < 1, (Sn)nen, Martingal.

OST & ES,, = ESO, Widerspruch.

Also En =

Losung 82.
Losung:

(a) e Anteil der roten Karten vor dem (n+ 1)-ten Zug ist R, Es gibt noch N —n Karten.

= NR_"n = M, ist Anteil an roten Karten im Kartenstapel =

P(Xp1 = 1|F,) = My, P(Xp1 =0[F,) =1- M, (n € No).

e DBetrachte nun den Zeitpunkt nach dem (n + 1)-ten Zug:
Dann gilt R,11 = R, — Xys1 = Mp(N —n) — X001 =

Rn+1 = N—n : Mn - ! : XnJrl'

M, = =
T N—(n+1) N-n-1 N-n-1

e n = 0: Halfte rote Karten sind im Stapel = Anteil rote Karten My = %
Esist vin e N: 0 < M, <1, denn M,, bezeichnet den Anteil der roten Karten.
Formaler Beweis: > | X; > n—2 (4 Karten sind rot) = R, = §-3"" | X; < N—n
=

(b) Furn € {0,...,N — 1} gilt:
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e Konstruktion F,, = M, € F,,
¢ 0< M, <1= E|M,| <1< oo,
e Es ist

N —n 1
)

:P(Xn+1:1|]:n)(; My,

—
S
Nl

.....

(c) Esist (beachte {r =n} € F,):

=

=

-1
P(XT+1 = 1) = IED(Xn—i-l =1,7= n) = E[E[H{XHFLT:H}‘FTL]

n

i
=)
Il

o

F
£

[ED(X”‘H - 1|‘F”Z']I{T=n}] - ]E[MT]I{T:n}]

P
=M,=M;,

Il
(]

I
=)

n

i
o

Il
=
=

[M:].

(d) Wir wenden OST(i) auf das Martingal (M,,) und die Stoppzeit 7 < N — 1 an. =

c 1
P(X,1 = 1) CEIM,] = E[My] = 3,

d.h. jede Stoppstrategie hat dieselbe Gewinnwahrscheinlichkeit.

Losung 83.

Losung:
(a) Wir zeigen die drei Martingaleigenschaften: Fiir n € Ny gilt

e c,€F, (k=1,....n)=5,=>1_,a € F, = M, =exp(S, — % Sor_ai) € F.
e Hinweis = S, = ;_, aper ~ N(0,> 1, af) =

1 g Hinweis 1 . 1 g
E|M,| =EM, = exp(—§ Z ) Eexp(S,) = exp(—§ Z ai)-exp(i Z az) =1 < oo.
k=1 k=1 k=1

e £,.1 unabhingig von F,, = o(ex : k < n), Spi1 = Qpi16ns1 + Sn =

1 « 1
E[MnJrl’fn] = exp(Sn - 5 Z 042) ’ exp(—§ai+1) ’ EEeXp(anJrlgnJrl)/ = Mn

-~
k=1 R
NG D) Hinweis
~~ =

=M,

1
exp(iafwl)

b) M, >0 = su E[M*] = su EM, ¥ 1 < oo.
( anNo n anNo

Martingalkonvergenzsatz 5.22 = Es gibt Zufallsvariable M, : 2 — R mit M,, — M, fs.

(¢) In (a) schon gesehen: S, ~ N (0, }_, ai).
- S,
Zy = =5 ~ N(0,1).
(X hr i)'
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= Fiir v > 0 gilt
1 n
P(|M, — 0] =) = P(exp(5,) = yexp(5 Zak P(S, > log(y )+§;ai)

= P(S, 2 log(n) + 5 Zai)

B Sh log 1/2
= 2 O, o) = (n 1/2 Z“’“ )
%/_/ )

[

-~

=Zn2Z~N(0,1) =ian—00
= P(Z> a,)—0.
——

—00

Der Punkt ist hier, dass man bei stochastischer Konvergenz Zufallsvariablen mit gleicher
Verteilung in der Wahrscheinlichkeit einfach ersetzen darf. Dadurch kann man Z, durch
die von n unabhingige ZV Z ersetzen. Alternativ kann man zum Beispiel auch Konvergenz
im 1-ten Mittel zeigen: E[|M, — 0]*/?] — 0.

= M, Eo.
stochastischer Limes f.s. eindeutig, M,, — M, f.s. = M, =0 f.s.

(d) Angenommen, M, Wy,
Stochastischer Limes eindeutig, (¢) = M =0

M, 80 = EM, - E0=0.
Aber in (a) wurde schon gesehen: EM,, =1 (n € Ny), Widerspruch!

Also konvergiert M, nicht im 1.-ten Mittel.

Satz 5.29, (M,,) Martingal = {X,, : n € Ny} nicht gleichgradig integrierbar.

Losung 84.

Losung:

(a) Seien z,c > 0. Die Funktion ¢ : R — Rxq, ¢(x) = (z+ ¢)? ist konvex. Auferdem ist ¢ auf
[0, 00) monoton wachsend.

¢ monoton wachsend auf [0, o)

® = maXj<k<n Yy > >0 = maxi<g<n ¢(Yi) > ¢(z)

P (max Yy >a:) <P (HlaX(Yk+C)2 > (33—1—6)2) .
1<k<n 1<k<n

e (Y, )nen Martingal bzgl. (F,)neny und E|o(Y,,)| = E[(Y, + ¢)?] < 2E[Y,?] + 2¢* < oo
A37(b),¢ mon. wachs. erd:n>1cht benétigt bei Martingal (¢(Yn))n€N Submartmgal bzgl (J__.n>n€N'

e Satz 5.18 (Doob’s Maximalungleichung), (¢(Y},))nen nichtnegatives Submartingal =

Doob E[¢(Y,)] _ E[¥;] +¢°

P (max (Ve +¢)* > (z + 0)2) P( max ¢(Y;) > (z+¢)?) <

1<k<n 1<k<n (x+c)?  (x4c)?
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Mit ¢ = E[] =

E[Y,?] + ¢
P (g}gﬁxﬂYk > a:) < P (fg}gﬁ)ﬁl(Yk +¢)* > (x+c¢) ) < —(x s
COEY+ T B2 2+EYY)  EY
(c+)’ @ HER)T B

(b) Es gilt E[Yy] = 1. Die Martingaleigenschaft von (X,,)nen, gilt, da fir alle n € Ny erfiillt
ist:
o EIX,| <L BV < (§)" < oo,
e Y, e F,CF, (i=1,..,n), daher X,, =[], Y € F,,
o Wegen X, 11 = X,,-You1 gilt E[X, 11| Fn] = Xo ElYoia | Fn] = X E[Y,] = X 1 =
X

Der Martingalkonvergenzsatz ist nicht anwendbar, da sup,,.y EX, < oo verletzt ist. For-
mal:

o Sei A, :={Y; =4}. = A, ..., A, unabhéngig und gleichwahrscheinlich.
Definiere A == A;N...NA,.
Es gilt X;F > X ,.
= EX,;] >EX;T14 = ([T, 4) - P(A) =4" - P(A)" =4"- & = (3)" = 0o (n — o0).
= sup,cy EX,S = o0.

Losung 85.
Losung:
(a) Wir wollen den Martingalkonvergenzsatz auf das Martingal

n Dk;
k
k=1

X, =

anwenden. (X,,),ey ist ein Martingal bzgl. (F,,)nen, denn fiir alle n € N gilt:

o Fiir l<k<m Dy=M,— M1 €F, CF,= X, =5, 2 eF,
e Esist

" E|D " E|M,| + E|M,_
]E|Xn|SZ ‘kk|éz ’ k|+k\ k1’<oo
k=1

k=1

als endliche Summe endlicher Werte.

e Esist X, 1 =X, + ZT; =

1 1
E[Xu 1] = Xo + ——E[Duia|F] = Xo + —— (ElMy 1| F] = My ) = X
[(Xog1|Ful +n—|—1 [Dyi1| Frl +n+1 (M| F)

Cauchy-Schwarz-Ungleichung =

3
=
S
Fal

1/2
E[X:] < E|X,| < E[x2)V2 *29 ( ) ’
k=1
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1/2 Vorauss.
d.h. sup, oy E[X7] < < o1 %2’%]) < oo.

Martingalkonvergenzsatz = Es gibt ZV X : Q@ — R mit

X, —> X [f.s.

Sei N € A eine Nullmenge, so dass Vw € N: Y, Dkkgw) =X, (w) = Xeo(w).

Kroneckers Lemma =
1 n
— E Dk(w) — 0
n
k=1

Insgesamt: = > | Dy — 0 P-f:s.

(b) Man rechnet wie in der Vorlesung nach, dass (M, )nen, mit

Mn = Zn:gk, MO =0
k=1

ein Martingal bzgl. (F,)nen, mit F,, := o(ex : k < n) ist (insbesondere folgt aus der
Voraussetzung Ec? < oo und damit E|e;| < o). Mit (a) folgt dann fir D,, := M, —

Mn_1:€nl
—:—Zak Zpk%o P—fs.

Losung 86.
Losung:

(a) (Hilfreich ist ein Bild von z + a,(z) zu zeichnen fiir z.B. n = 2,3): Ist z € [2%, S£5),

so gibt es zwei Moglichkeiten:
e kgerade, d.h. k=2u (u € {1,..,2"}) = v € [%1 + 557, =) und daher a,41(z) =
gt = 5+ g = an(@) + g (%)
e k ungerade, dh. k = 2u—1 (u € {1,..,2"}) = z € [%L, % — =L+) und daher
ani1(2) = g1 = 5 = an(z). (%)

= apy1 € {an,a, +2- "D}
Wir zeigen nun, dass % die Definition des bedingten Erwartungswerts E[l,, , —a,1|Fn]
erfiillt.

e Offensichtlich l e Fn,,
e Sei F'= [Qn,Qn)G}— =

H{an =an} dP = / " )\([ Crw ))
/F o 2E[ %5 2 Yian41 (2)=an (1) mo

1 1 u—1 u 1
= )= [ 3

Makerweiterungssatz, {[%+, 2),u € {1,...,2"}} N-stabiles Erzeugendensystem von

F, = Firalle F € F, gilt [, 1, dP = [, 1 dP.
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= E[H{an+1=an}|}—n] = % :
Analog: B[, . _q. to-+0y]|Fn] = 3

(b) Wir zeigen die drei Martingaleigenschaften fiir X,,: Fiir n € Ny gilt

e a, primitive Funktion auf den Mengen [, £) € F, (k =1,..,2") = a, € F,

F' stetig, d.h. messbar Flan+2=")—F(an
= X, = HantZ D-Flan) ¢ 7

e F beschriankt auf [0,1) durch z.B. C' > 0 (d.h. |F(z)| < C fiir alle z € [0,1))
= [ X,| < Hent2 DoFlaa)l < on(ory (),
= E|X,| < 2""C < .

e In (a) gesehen: a, 1 € {an,a, + 2~ ™Y} (auch ohne Bedingung auf F,,) =

E[X 11| Fr]
= EXo1(Lau=any + Lo, 1=ant2-eoy) [Fn]
= 2E[(F(an +27 ) = Flani)a,iza) 1)
+2" M E[(F (an41 +27) = Flan)) g, 1z, b2 0]
= 2" (F(a, +27 ") = F(a0))P(ansr = aalF)
2V (Fay +27") — Fag + 27" ) P(apsr = a, + 27| F,)
D g (Blay 27 — Flay)) = X,

(c) F Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L =

_ [Flan(x) +27") — Flan(z))]
2—n
Fiir € > 0 wéhle L > 0, dann ist

| X ()]

<2"L - |(an(z) +27") — an(z)| = L.

limsup E[| X, |Ifx,| >3] =0 < e.

n—oo
= {X, : n € Ny} gleichgradig integrierbar.

(d) (X,) Martingal, {X,, : n € Ny} gleichgradig integrierbar S22 B gibt eine Zufallsvaria-
ble f:Q — R mit X, = E[f|F,] fir alle n € Ny,

(e) Seiz € [0,1). Sei z,, = & — 2 eine Folge wie im Hinweis.
Sei n € Ny.
E[f|F.] = X,, = Fiir F' = [0,z,,) € F, gilt

kn
/ fdx = /deP’:/Xn dIP:2”Z/ Fla, +27") — F(a,) dA
[0,21) F F 1 Y ) 4

PIGRPIG v

=F () -F (52

Tele_skop F ( kn

= o) = F(0) = F(z,) = F(0).

F' stetig, n — oo =

/[0 )f d\ = F(z) — F(0).

Losung 87.

Losung:
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(a) Definition 7, U,, € {0,1} =

= 7 ~ Geo(p).

Wir zeigen nun, dass (X,,) die drei Eigenschaften eines Martingals erfiillt: Fiir n € N gilt

° {T > n} = {U1 =0,..,U, = 0} eF,= X, = (1 —p)fn]l{7>n} e F,.
o | X,|<(1—-p)"=EX,| <(1-p)™<o0.
e Esgilt {r>n+1}={U;=0,..,U, =0,Upy1 =0} = {7 >n}N{U, =0} =
Lrsniy = Leony - Livaga=0p =
E[Xo 11| 7] = (1= )" " oy Elly, =0y | o]
Un+1 unagh. von Fpn Xn(l . p),l ]P)(Un+1 _ O) _ Xn
h,—/

:]_—p

(b) Es gilt

E| X, =EX,=1-p)"P(r >n)=(1—p) "PU, =0,...U,=0) = 1.
U,

= sup,ey EX;F < sup,nE[X,| <1 < o00.
Martingalkonvergenzsatz 5.22 = Es gibt ZV X mit X,, - X fs.

Wir zeigen nun: X, % 0. Dann: Eindeutigkeit stochastischer Limes = X,, — 0 f.s.

Fiir v > 0 gilt

siehe (b)

B(1X, — 0] > 7) = B((1 = p) "Lgrony > 7) < B(r > n) = (1 = p) 0.

(¢) Angenommen, X, W X mit einer ZV X.
Eindeutigkeit stochastischer Limes = X = 0.
Aber

siehe

E|X, — 0| =EX, =" 1 40,
Widerspruch. Also konvergiert X,, nicht im 1.-ten Mittel.

(d) Angenommen, {X,, : n € N} ist gleichgradig integrierbar.
Satz 5.29

(X,) Martingal =" X,, Wx (X ZV), Widerspruch zu (c).

Losung 88.

Losung:

(a) Seien z > 0. Die Funktion ¢ : R — Rsg, ¢(z) = 22 ist konvex. Auferdem ist ¢ auf [0, 00)
monoton wachsend.
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¢ monoton wachsend auf [0, co)

® = maXj<k<p Yy > >0 max<x<n ¢(Yi) > ¢()

=
P(max Yk>m) SIP’(maX Yk2>x2).

1<k<n 1<k<n

e (Y,).en Martingal bzgl. (F,)nen und E|¢

A37(b),¢ mon. wachs. Wird:n>icht benotigt bei Martingal (

Yl =E[Y7] <oc
&(Yy))nen Submartingal bzgl. (F,)nen-
e Satz 5.18 (Doob’s Maximalungleichung), (¢(Y},))nen nichtnegatives Submartingal =

Doob E[¢(Y,)] E[Y?]
2 2) _ 2 n)l n
P g 0> ) =Bl o) > 0%) S EE B

(b) Supermartingaleigenschaft von (X,,)nen,: Fiir alle n € Ny gilt:

e E|X,| < 2"E|Y,| < 2" < 0,

e Y, € F,, daher X,, = —2"Y, € F,,
Y,€{0,1}

o E[X,11|F] = —2"ME[Y, 1| F,) = —2"TE[Y, ] = —2"thl = —on <0 —onY, =
Xn.
Angenommen, es gibe ZV X : Q@ — R mit E|X| < oo und X,, = X f.s.
| X|<oo fs. P
= X, = X.
=

1 1
Es ist aber | X,, — X, 11| =2"Y, —2Y, 1| <1< Y, =Y,,1 =0, d.h,

1 3
P([Xn = Xpa| > 1) =1 =P(Y, = 0,Y,1 = 0) = 1= 7 = 2 40,
Widerspruch.
Der Martingalkonvergenzsatz 5.23 ist nicht anwendbar, da die Bedingung X,, > 0 (n € Np)

verletzt ist.

Losung 89.

Losung:
(My)nen, gegeben durch M, := >7" | <t ist ein Martingal bzgl. (F,,)nen gegeben durch F, :=
o(e : k <n) (Beweis analog zum Nachweis, dass S,, = Y _,_, €, ein Martingal).

Holder-Ungleichung =
E[M,] < E|M,| < E[M]'.

Elex] = 0, ¢ unabhingig =

E[M?] = Var(M,,) = ZVar(%) _ Ele7] Elef]=1 1

k=1 k=1 k=1

Zusammen folgt



Martingalkonvergenzsatz 5.22 auf (M,,) = Es gibt ZV M, : @ — Rmit > ;_, =M, — My
f.s.

Damit konvergiert 3 " | < als Reihe, denn ) .~ <k ist nur eine Bezeichnung fiir den Limes,
sofern Y, Sk fiir n — oo konvergiert.
Losung 90.

Losung:
(a) Wir zeigen die drei Martingaleigenschaften fiir (X,,): Fir n € Ny gilt

e X, primitive Funktion auf den Mengen I, = [kz’nl,Qﬁn) € F,(k=1,.,2") =
X, € Fn.

e f beschriinkt = Es gibt C' > 0 mit |f| < C = |X,| < 2" Y5 f; flda-I,, <

on
2nC Zill )\(I’I’L,k> ]Iln,k = C Z ]Iln,k: = C
k=1

2—n ——
=1
= E|X,| < C < .

e Wir zeigen, dass X,, die Definition des bedingten Erwartungswerts E[X,,|F,] er-
fiillt.
— Esist X,, € F, (siche erste Martingaleigenschaft),
—Seil F=1,,€&={l,p:k=1,..,2"}. =

/ X1 dA
F

an+l
- 2t [y fdx-Ip,,, . dA
F 21 I
k—1 k—1
2 [ vt )
Int1,26—1 2 P 2
=9—(n+1)
k-1 k
st [ pavatR )
Lny1,2k ~—— —

—=2—(n+1)

Tnt1,2h1Uln 1, 26=Tn / £ e / X,dh (%)
- - n
Lk F

nur fiir j = 2k, 2k — 1 Integral # 0

Mafserweiterungssatz
=

& N-stabiles Erzeugendensystem von F, Gleichheit (*) gilt fiir

alle F' € F,.
(b) In (a) gesehen: |X,| < C fiir n € Ny.

Fiir € > 0 wéhle C' > 0, dann ist

lim sup E[| X, |Ifx,,| >c}] =0 < e.

n—oo

= {X, :n € Ny} gleichgradig integrierbar.
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(¢) (X,) Martingal, {X,, : n € Ny} gleichgradig integrierbar S22 B gibt eine Zufallsvaria-
ble g : @ — R mit X,, = E[g|F,] fiir alle n € N,.

(d) Hinweis an Tutor/innen: Den ersten Teil mit dem bedingten Erwartungswert weglassen,
war schon in (a).
Wir zeigen, dass X,, die Definition des bedingten Erwartungswerts E[f|F,] erfiillt.
e In (a) gesehen: X,, € F,.
e Sei F=1,,€&E={l:k=1..,2"}. =

/Ffd)\:/Inkad)\:/FXnd)\ (%)

. Maflerweiterungssatz
& N-stabiles Erzeugendensystem von F, =

FeF,.

Gleichheit (*) gilt fir alle

Die o-Algebra Fo := A(,,cn Fn) erfiillt Foo = Bp,1) (elementar). f: [0,1) — R messbar
= f e Fo.
Satz 5.29(iv)=(ii), f € Foo X, — f 5.

Losung 91.

Losung:

(a) (i) Es gilt

o eitX _ eitk Ve — = . eit L geom. Sum:menformel p '
¢x(t) = E[e™] /;0 p(1-p)" =p go((l p)e”) -1 -pe
(i) Es ist
/ _ — (1= et 2i(1 — p)ett / — . p(1 —p) :il_p

Momentenformel 6.14 = EX = ¢/, (0) = L.

(b) (i) Esist

- o ; inweis, Re(it — = — )\ )\
=T itX :/ itz \ 7)\md :)\/ :p(zt—)\)d H ,R(t:)\) A<O _ .
¢x(t) = Ele"™] o eAe e € T =N A—it
(i) Es ist
W@y =X-A—it) ™™ opl (=) (=) = A- (A —it) """ nl i

Momentenformel 6.14 =

1
E[X"] = —¢0)=nl-A-(A=0)" 1 =nl- A"

in

Losung 92.

Losung:
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(a) Es gilt
ox(t) = E|exp (nﬁx)] = E[iexp (nix) Tiveny|
= E[iexp (itzn:Xi) H{N:n}}

n=1 i=1

Es gilt

ZE|exp (uﬁZX) Ly n=n}] Si El{n=n}] = ZIP P(N <o0) <1< o0,

= Satz von Fubini kann zum Vertauschen der unendlichen Summe und des Erwartungs-
werts verwendet werden
=

ox(t) = Y Elexp (thX) T N=n)]

ungbh. Z E [exp

(b) Es gilt (vgl. P45(b)):

ox, (1) =E[e"™] =1-P(X; =0) +"P(X; =1) = (1 —p) +p- €.

S
RS
I
=~
=
=
=

I
S

I

()¢
—
—

|
=
+
3

m@
-

> |
®
>

ox (1)

I
m|
>
I
9
@]
o
=
=
—
|
=
=
+
3
m@
NS
~

= exp(p(e” - 1)) = Ppoi(rp) (1)-
Eindeutigkeitssatz 6.13 = X ~ Poi(Ap).
(¢) Xi, X5 unabhéngig = Fiir alle t € R gilt

(2701 _o2 itps o3 it(pu1+p2) _(of+ed)e®
¢X1+X2(t> = ¢X1(t)'¢X2(t) =€ee 27 2 =¢€ e 2 :¢N(M1+u270%+05)(t)-

Eindeutigkeitssatz 6.13 = X + X5 ~ N (w3 + po, 03 + 03).

Losung 93.

Losung:
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(a) Esist fiir k € N

ezt + e—zt

) = cos(t)

¢6k (t) — E[eiékt] — / eixt d]P)(;k (iL‘) _ ei'l't-]P)ék(1)+ei'(_1)'t~]P)6k(—1) —
{=11}

0; unabhéngig :> ¢ unabhéngig
=

o, (1) chs - H%. (21) _ f[lcos (21)

Es gilt sin(2z) = 2 - cos(z) - sin(z) fir z € R = cos(z) = 3 - Ssiinn((zzz)) (kann auch stetig

fortgesetzt werden auf die Stellen z = k7, k € Z. Daher Bruch kein Problem). =

“r (1 sin -1)) 1 IISysin(g) _ 1 sing)
H( sin (&) 2n [l sin(%) 2" sin(3%)

=1

(b) Berechnung von ¢x: Es ist fiir ¢ # 0:

ox(t) = E[e"] = Elcos(tz)] + iE[sin(tX)] = % /_ cos(ta) da + %sin(tx) da
171 . 1 1
= 3|3 sin(tx) — gcos(tx)] B
_ Sin(t)'
t

Fiir t =0 gilt ¢x(0) = 1.
Fiir ¢ # 0 gilt

. sin(t L’Hosp. = hmx 2-n30 Sm(ax) = a gin(t
fim o, (1) = u = O _ ety
nree lim,, 00 [2” - sin (2%) ]
und lim,,_,, ¢, (0) = 1 = ¢x(0).
Stetlgkelztgsatz 6.8 X 2) X

Losung 94.

Losung:

(a) Adb(a) = Furt € R ist

DPn
t) = —.
¢Yn( ) 1 — (1 _pn)ezt
Damit
npn Hinweis, np, — ¢
— X

Stetigkeitssatz 6.8(i) = 1z 2 Exp(c).
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(b) (i) Sei Y ~ Exp(A). Fiir t € R gilt

An A

) =3 —5 7 oW

Stetigkeitssatz 6.8(1) = Y, = Y ~ Exp(A).

(ii) Angenommen, {P¥" : n € N} wiire straff.
= Zu e = 3 existiert M € N mit Vn € N: P*([—M, M]) > 1 — e = 1. Hier ist aber

o M
0 0
= 1—e™M 50 (n— o0),

da A, — 0.
Widerspruch zu PY([—M, M]) > 1 — ¢ fiir alle n € N.
= {P¥ : n € N} nicht straff.

Wiirde Y, 3 Y gelten mit einer ZV Y, so wiire {P¥» : n € N} straff. Widerspruch.
Also konvergiert Y, nicht in Verteilung.
(iii) Fir ¢t € R gilt
An

ot =55

Stetigkeitssatz 6.8(i) = Y, 20 (d.h. auch Y, RN 0).

Losung 95.

Losung:

(a) (i) Es gilt

, 1 [* . 1.1 . efte — 1
) =T ti:_/ ztxd S i 14
ox(t) [ a Jo c a[ite }0 ait
(Bei Nutzung rein reeller Analysis strenggenommen Aufteilung e = cos(tz) +

isin(tz) und dann erst Integrieren).

(ii) Esist |X| < |a|, daher E[|X|] < |a|] < oo (damit Momentenformel 6.14 anwendbar).

Es gilt
, iate'® — efe 4 1
t) =
, L'Hosp. . ta(e"® +taie™) — aie™™ iae™ ia
= ¢x(0) =" lim ait T2 T2

Momentenformel 6.14 = EX = 14/ (0) = 4.
(b) (i) Sei Z ~ Bin(1, p). Dann gilt fiir t € R:
PBin(Lp)(t) = E[e"?] = &"P(Z = 0) + ¢"'P(Z = 1) = (1 — p) + pe".
(ii) Hinweis = Fiir ¢t € R gilt

x(t) = by x, ()2 6, ()" 2 (1= p) + pe)™,
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(iii) Es gilt | X| < n und daher E[X?] < n? (damit Momentenformel 6.14 anwendbar). Es
ist
P (t) =n((1 —p) +pe")" " -ipe" = ¢ (0) = inp,
% (8) =n(n—1)((1 = p) + pe")" =% - (ip)*e”
+n((1 —p) +pe )" ipe™ = ¢ (0) = (ip)*n(n — 1) + ni’p.

Momentenformel 6.14 = EX = %(ﬁ’X(O) = np, E[X?] = lzgzb’X(()) = n(n — 1)p?* + np.

Losung 96.
Losung:
(a) Esist
ox(t) = E[e"*] = E[i N vy |-
n=1
Es gilt

ZE[ BT Ao ZIP’ P(N < o0) = 1 < o0,
1

= Mit Satz von Fubini darf unendliche Summe und Erwartungswert vertauscht werden.
=

ox(t) " DR[O Tva] = DB Tn]

n=1 n=1
Unabh. < y
e ZP(N:” ] ZP =n)dx, ().
n=1

Im Falle, dass alle X,,, n € N identisch verteilt sind, folgt ¢x, = ¢x, fiir alle n € N und
damit

¢ ¢X1 Z]P ¢X1( ) (N < OO) ¢X1(t)'

Eindeutigkeitssatz 6.13 = X hat die gleiche Verteilung wie X;.

(b) Xy, Xy unabhéngig = Fiir alle t € R gilt
Dxiex(t) = 0x, ()0, (1) = exp (Me'=1) )-exp (u(e=1)) = exp (bp)(e"=1)) = droiiri (1)
Eindeutigkeitssatz 6.13 = X; + X5 ~ Poi(A + ).

Losung 97.
Losung:

(a) Es ist

¢Sn(t) _ ]E[eitsn] _ ]E[H ei%Xk] Unibh. H]E[(BZ%X’“] Identivert. E[ it X1] _ (le( )n‘

k=1 k=1
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(b) Es gilt

n

) = e = ¢y, (t).

n

ey
= Fiir alle t € R: ¢g, (t) — ¢X1 (t)

Stetigkeitssatz 6.8(1) = X, 2 X,

Starkes Gesetz = Der Limes von S,, miisste P-f.s. konstant und insbesondere [EX; sein. Ein
Widerspruch zum starken Gesetz entsteht aber nicht, da die Voraussetzung E|X;| < oo
des starken Gesetzes verletzt ist:

1 o [o.¢] (o) 001
E\Xl\z—/ 2] dx:2/ < dx22/ de22/ id:zc:/ Zdz = .
v Rl—i—LL’Z 0 1+:C2 1 1 +1}2 1 2:1:2 1 e

<a?

Auch die Erweiterung 3.10. ist nicht anwendbar, da EX;" = EX; = o).
(c) Es gilt
a t\™ 2
05.(1) L ox, (=) = 51 (n—o0).
n

Der Limes entspricht der charakteristischen Funktion von X = 0 (¢x(t) = E[e?X] =
Ele"0] = 1).

Stetigkeitssatz 6.8(1) = 9, 2 0.
Grenzwert konstant = .5, Eo.

Das war zu erwarten, da das starke Gesetz in diesem Fall sogar S,, — 0 f.s. liefert.

Losung 98.
Losung:
(a) P45(b) = Fiir t € R ist A
v, (t) = (1 = pu) + pue")".

Damit

t
e’ —1 )n Hinweis, np, — ¢

oy, (t) = ((1 —pn) +pn€it)n = (1 +npp - eXp(C(eit —1)) = ¢Poi(c) (1)

Stetigkeitssatz 6.8(1) = Y, A Poi(c).
(b) (i) Sei Y ~ U[0,a]. P45(a) = Fiir t # 0 gilt:

eiant -1 eiat -1

P, (t) = = ——— = ¢y (1)

1a,t 1at

Fiir t = 0 ist ¢y, (0) = 1 — 1 = ¢y(0).
Stetigkeitssatz 6.8(1) = Y, By~ Ul0, al.
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(ii) Angenommen, {P*" : n € N} wiire straff.
= Zu ¢ = 5 existiert M € N mit Vn € N: P ([—M, M]) > 1 — e = ;. Hier ist aber
1o ir 1 M M
P ([-M, M]) = —/ Ioyag(z)de ™= — [ de=""50 (n— o),
an Jo an Jo an
Widerspruch zu PY»([—-M, M]) > 1 — ¢ fiir alle n € N.
= {P¥ : n € N} nicht straff.

Wiirde Y, 2 Y gelten mit einer ZV Y, so wire {P¥ : n € N} straff. Widerspruch.
Also konvergiert Y,, nicht in Verteilung.

Homepage der Vorlesung:
http://ssp.math.uni-heidelberg.de/wtl-ss2020/
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