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Aufgabe 20 (4 Punkte).

Sei Pβ = Par(β, 1), β > 2, eine Familie von Pareto-Verteilungen mit Lebesgue-Dichten pβ(x) =
β

xβ+11{x>1} auf R. Wir beobachten nun X = (X1, ..., Xn) ∼ Pn,β := Pn
β und beschäftigen uns

mit folgendem Testproblem:

H : β ≤ β0 := 3 gegen K : β > β0.

Wir nutzen die Teststatistik

ϕn(X) =

{
1, −Xn > dn,

0, −Xn ≤ dn.

(a) Finden Sie (dn)n∈N derart, dass der Test ϕn asymptotisch das Niveau α > 0 einhält.

(b) Bestimmen Sie die asymptotisch relative Effizienz von ϕn bzgl. des optimalen Tests ϕ∗
n.

(c) Wie viele Beobachtungen benötigen Sie, damit ϕn dieselbe asymptotische Güte aufwei-
sen kann wie ϕ∗

n′ mit n′ = 100 Beobachtungen?

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass (Pβ)β>2 LAN bzgl. δn = 1√
n
, I(β0) = 1

β2
0

und der zentralen Folge

Zn :=
I(β0)

−1

√
n

n∑
i=1

(
− log(Xi) +

1

β0

)
ist. Weiter haben wir E[Xi log(Xi)] =

β0

(β0−1)2
.

Aufgabe 21 (4 Punkte).

Seien X1, ..., Xn i.i.d. Zufallsvariablen mit Lebesgue-Dichte f und Verteilung F .

(a) Zeigen Sie, dass die gemeinsame Dichte von Xr:n und Xs:n, r < s, gegeben ist durch:

f(x, y) =
n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!
f(x)f(y)

· F r−1(x)(F (y)− F (x))s−r−1(1− F (y))n−s1{x<y}.

Hinweis: Sie dürfen davon ausgehen, dass (
∑n

i=1 1{Xi<x},
∑n

i=1 1{x<Xi<y},
∑n

i=1 1{y<Xi}),
x < y, multinomialverteilt mit den Parametern (n, (F (x), F (y)− F (x), 1− F (y))) ist.
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(b) Bestimmen Sie die Dichte der
”
sample range“ R := Xn:n −X1:n.

Aufgabe 22 (6 Punkte).

Seien X1, ..., Xn i.i.d. Zufallsvariablen einer stetigen Verteilung mit Dichte f und Verteilungs-
funktion F . Wir definieren mit Rn(X) := (Rni(X))i=1,...,n den Rang-Vektor und untersuchen
folgende lineare Rang-Statistik:

Tn :=
n∑

i=1

cni · an,Rni
, (1)

wobei (cni)i=1,...,n und (ani)i=1,...,n deterministisch und reell-wertig sind. Wir nehmen weiter
an, dass für eine deterministische, messbare Funktion ϕ : [0, 1] → R gerade ani = ϕ

(
i

n+1

)
gilt.

(a) Zeigen Sie, dass

E(Tn) = n · c̄n · ān und Var(Tn) =
1

n− 1

n∑
i=1

(cni − c̄n)
2 ·

n∑
i=1

(ani − ān)
2,

wobei c̄n := 1
n

∑n
i=1 cni und ān := 1

n

∑n
i=1 ani für jeweils (cni)i=1,...,n und (ani)i=1,...,n.

Hinweis: Sie benötigen keine spezifische Kenntnis über ani.

(b) Sei n = n1 + n2 und Tn die Median-Teststatistik:

Tn :=
1

n

n∑
i=n1+1

1{
Rni<

n+1
2

}.
Bestimmen Sie (cni)i=1,...,n und ϕ so, dass die Form aus Gleichung (1) erreicht wird;
damit ist die Median-Teststatistik eine lineare Rang-Statistik.

(c) Angenommen n1

n
→ λ ∈ (0, 1). Wir definieren

T̃n := E(Tn)−
n2

n2

n1∑
i=1

1{
F (Xi)<

1
2

} +
n1

n2

n∑
i=n1+1

1{
F (Xi)<

1
2

}.
Zeigen Sie, dass

√
n(Tn − T̃n)

p→ 0.

Hinweis: Sie dürfen folgende Aussage ohne Beweis verwenden: Sei ϕ wie oben gegeben; fast

überall stetig, nicht konstant und 1
n

∑n
i=1 ϕ

(
i

n+1

)2 → ∫ 1

0
ϕ(x)2 dx < ∞. Dann gilt für

T̃n := n · c̄n · ān +
n∑

i=1

(cni − c̄n) · ϕ(F (Xi)),

gerade Var(Tn−T̃n)
Var(Tn)

→ 0 und E(Tn) = E(T̃n).

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spätestens Freitag, den 10.12.2021, 11:00 Uhr.
(Der Zettelkasten ist im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat, Zettelkasten-Nr. 14.)

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/stat2-ws2122/index.html
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