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Aufgabe 14 (4 Punkte).

Beweisen Sie folgende Proposition aus der Vorlesung:

Sei (Pθ)θ∈Θ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf einem messbaren Raum (Ω,A)
und es existiere ein σ-endliches Maß µ auf (Ω,A), welches alle Pθ dominiert; insbesondere
gibt es also Dichten pθ von Pθ bezüglich µ. Wir nehmen an, dass θ 7→

√
pθ(x) stetig diffe-

renzierbar für alle x und I(θ) =
∫
Ω

∇pθ(x)
pθ(x)

· ∇pθ(x)
T

pθ(x)
pθ(x) dµ(x) stetig ist. Zeigen Sie, dass die

Abbildung θ 7→
√

pθ(x) differenzierbar im quadratischen Mittel mit ℓ̇θ(x) = ∇pθ(x)
pθ(x)

für alle

θ ∈ Int(Θ) ist.
Hinweis: Seien fn, f : Ω → R messbare Funktionen mit den Eigenschaften fn → f µ-f.s.
und lim supn→∞

∫
|fn|p dµ ≤

∫
|f |p dµ. Dann gilt

∫
|fn − f |p dµ → 0, n → ∞. Sie dürfen die

Aussage ohne Beweis verwenden. Liefern Sie zusätzlich den dazugehörigen Beweis, können
darauf bis zu 2 Bonuspunkte vergeben werden.

Aufgabe 15 (6 Punkte).

(a) Untersuchen Sie, ob Pn ◁ Qn oder Qn ◁ Pn (bzw. weder noch) in den folgenden
Situationen gilt:

(i) Pn = U [0, 1] und Qn = U
[
0, 1 + 1

n

]
auf (R,B).

(ii) Pn = U [0, 1]n und Qn = U
[
0, 1 + 1

n

]n
auf (Rn,Bn).

(b) Seien (Pn)n∈N, (Qn)n∈N zwei Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf einer Folge von
Messräumen (Ωn,An). Betrachten Sie die beiden Aussagen:

(i) Gilt Un = dPn

dQn

Qn
=⇒ U , dann ist P(U > 0) = 1.

(ii) Gilt Vn = dQn

dPn

Pn=⇒ V , dann ist EV = 1.

Zeigen Sie ohne Zuhilfenahme von Bemerkung 3.5, dass (i) gerade (ii) impliziert; d.h.
aus (i) gerade Qn ◁ Pn folgt (vgl. Bemerkung 3.5 (ii)).
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Hinweis: Finden Sie zu erst ein Wahrscheinlichkeitsmaß, welches Pn und Qn (gleichzei-
tig) dominiert. Nutzen Sie dann den Satz von Prohorov.
Betrachten Sie weiter Funktionen der Form g : [0, 2] → R, w 7→ (2 − w)f(w/(2 − w))
auf [0, 2) und g(2) = 0, wobei f eine stetige und beschränkte Funktion darstellt. Berech-
nen Sie dann P(U = 0) mittels dominierter Konvergenz. Eine ähnliche Vorgehensweise
liefert EV .

Aufgabe 16 (4 Punkte).

Seien P,Q Wahrscheinlichkeitsmaße und (Pn)n∈N, (Qn)n∈N Folgen von Wahrscheinlichkeitsma-
ßen auf einem Messraum (Ω,A). Zeigen Sie:

(a) P ◁ Q ⇐⇒ P ≪ Q.

(b) ∥Pn − Qn∥TV → 0 =⇒ Pn ◁ Qn. Finden Sie ein Gegenbeispiel dafür, dass die
Rückrichtung im Allgemeinen nicht gilt.
Hinweis: Betrachten Sie zwei Wahrscheinlichkeitsmaße, welche nur zwei festen Punkten
eine Masse zuordnet.

Hinweis: Die
”
total variation“ ist definiert als ∥P−Q∥TV := supA∈A |P(A)−Q(A)|.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spätestens Freitag, den 26.11.2021, 11:00 Uhr.
(Der Zettelkasten ist im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat, Zettelkasten-Nr. 14.)

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/stat2-ws2122/index.html
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