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Aufgabe 37 (Exkurs: Konstruktion von Kernen /-ter Ordnung, 4 =1 + 2 + 1
Bonuspunkte).

Sei ¢ € N. Wir wollen in dieser Aufgabe Kerne mit héheren Ordnung konstruieren, d.h.
K:R— Rmit [ K(z)dz =1 und

/ijj(x)dx—O fir j7=1,..,¢

(a) Zeigen Sie, dass ein Kern K der Ordnung 2 negative Werte annehmen muss.

Es sei ¢ ene vorgegebene Ordnung und k : R — R eine Funktion mit [ k(z)dz = 1 und
[ 2*k(x)dx < co. Fiir j =0, ...,2¢ setzen wir ¢; = [ 27k(z) dz. Wir definieren

C1 Co c. Cy 1 C1 Co c. Cy Co
Ca g ... Cp1 X C2 C3 Cry1 G
K(z) = k(z) - det / det
£
Co+1 Cpy2 ... Cy T Co+1 Cpy2 ... Coy Cy

(b) Zeigen Sie, dass K ein Kern der Ordnung ¢ ist.

(¢) Berechnen Sie einen Kern der Ordnung ¢ = 2 mit k(z) = 31(_11j(z).

Aufgabe 38 (Schitzung der Ableitungen von Dichten, 4 = 1.5 + 1.5 + 1 Punkte).

Sei X1, ..., X, € R eine unabhéngig und identisch verteilte Stichprobe mit Dichte f € (3, L).
Es gelte ferner h > 0 und K sei ein beschrankter Kern mit Triager C [—1, 1], welche mit
I =|B], s < j folgende zwei Eigenschaften erfiillt:

/_qu(u) du = 0, je{0,...1}\ {s}, (1)

1

/_ CWK() du = sl @)

1



Ein Kernschétzer fiir die s-te Ableitung ) ergibt sich dann durch

n

o) = e K ()

1=

Sei x € R fest gewahlt. Zeigen Sie:
(a) Fiir den Bias by(x) = E[fn.(x)] — f®) () gilt mir einer Konstanten ¢ € R,

sup |bs(z)| < e WP
fer(B.L)

(b) Fiir die Varianz Var(f,..(z)) gilt mit einer Konstanten ¢ € R,

A c

sup Var(fps(z)) < ——.
o 1 (hs(2)) < oy

(c) Folgern Sie aus Teilaufgaben (a) und (b), dass h* = h} so gewihlt werden kann, dass
fiir den Mean-Squared-Error gilt:

o _2(B-=s)
sup  Ey[fue, o(2) — [ (2))?] = O(n277T)
fEF(BL)

Aufgabe 39 (Gleichmiflige Konvergenz von Dichteschitzern, 4 = 1 + 1.5 + 1.5
Bonuspunkte).

In dieser Aufgabe werden wir zeigen, dass der Kerndichteschétzer nicht nur punktweise, son-
dern gleichméfig auf Kompakta gegen die wahre Dichte f konvergiert. Seien dazu Xi,..., X,

unabhéngig und identisch verteilt mit stetiger Dichte f und A = h,, — 0 eine Folge von Band-
breiten mit % — 00. Sei K : R — R eine Lipschitz-stetige Funktion mit [ K(z)dz =1

und kompaktem Trager C [—1, 1]. Wir betrachten den Kerndichteschétzer

. i X, —
fn(z) ::n—lhz_l(( : 33)

Sei M C R eine kompakte Menge und M, eine Diskretisierung von M, sodass sich fiir jedes
x € M eine Zahl 2/ € M,, finden lisst mit |z — 2| < ¢, := n"2 Es gelte |M,| < [—d‘am(M)]

Cn

(a) Zeigen Sie, dass es fiir jedes € > 0 ein C'(¢) > 0 unabhéngig von n, x gibt, sodass
P(| fu(x) — Efy(2)| > €) < 2exp(—C(e) - nh).

Hinweis: Nutzen Sie die Bernstein-Ungleichung fiir unabhdngige und identisch verteilte
Zufallsvariablen Zi, ..., Z,. Ist EZ, = 0, Var(Z,) < ¢ und L > 0 eine Konstante mit

|Z1| < L fs., so git P(| > | Z;| > a) < 2exp ( - W%) fir alle a > 0.
(b) Nutzen Sie die Lipschitz-Stetigkeit von K, um zu zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 mit n
grof} genug gilt

N

P( sup |(fu(x) = Efu(@)) = (fu(a) = Efa(@)| > ) = 0.

lz—2'|<cn

(c) Zeigen Sie mit Teilaufgaben (a) und (b), dass sup,,, | fn(z) — f(z)] 2 0.
Hinweis: Verwenden Sie zuerst die Abschitzung P(a+b > ¢) <P(a > ¢/2)+P(b > ¢/2)
fiir geeignete Terme a, b und ¢ > 0, und entfernen dann den Bias-Term. Nutzen
Sie weiter fir eine geeignete Funktion g : R — R die Zerlegung sup,c,, |g(z)| <
SUPy (<, 19(%) — 9(@)| + Supgicn, [9(2)| und die Abschitzung P(sup,ey, [9(2")] =
£/2) < [My| - sup,ic, P(lg(2")] = €/2).



Aufgabe 40 (Wiederholung: Konstruktion gleichmiflig bester Tests bei stetigen
Verteilungen, 4 Punkte).

Eine Forschungsgruppe untersucht die Halbwertszeit von %°Co. Die bisher vermutete Halb-
wertszeit betrigt A\g = 5.27 Jahre. Die Forscher beobachten nun in n = 5 unabhéngigen
Experimenten Halbwertszeiten

X1 Xy X5 Xy X5
575 4.5 6.0 6.5 5.25°

In ihrem Modell nehmen sie an, dass X1,..., X, s Exp(%).

Die Forschungsgruppe will basierend auf ihren Messungen nachweisen, dass die wahre Halb-
wertszeit grofler als die bisher vermutete ist. Formulieren Sie einen gleichméfig besten Test
zum Niveau a = 0.05 und entscheiden Sie, ob ein Nachweis einer grofleren Halbwertszeit mit
den Ergebnissen der Forscher moglich ist.

Hinweis: Sie kénnen ohne Einschrinkungen hier eine einseitige Nullhypothese festlegen. Es

gilt 7y X; =T(n, 3). Das 0.95-Quantil der I'(5, /\io)-Verteilung ist T'(5, -, 0.95) = 48.25.

7)\07

Abgabe:

In Zweiergruppen, bis spéatestens Donnerstag, den 04.02.2021, 11:00 Uhr.

Bitte geben Sie Thre Losungsvorschlage im PDF-Format ab. Es reicht, wenn eine der beiden
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