UNIVERSITAT Statistik I

HEIDELBERG Prof. Dr. Rainer Dahlhaus
ZUKUNFT Wintersemester 2020/2021
SEIT 1386

9. Ubungsblatt

Aufgabe 33 | Aufgabe 34 | Aufgabe 35 | Aufgabe 36 || Summe:

Ubungsgruppe: Tutor(in):

Namen:

Aufgabe 33 (GleichmifBlig besserer und zulissiger Schiitzer, 4 =1 + 1 + 0.5 +
1.5 Punkte).

Sei S eine vorgegebene Menge von Schétzern. Ein Schitzer S € S heifit gleichmafig besser als
ein Schétzer S" € S, wenn fiir alle § € ©, R(0,S) < R(6,5’) gilt und ein 6, existiert, so dass
R(6y,S) < R(6y,5"). Ein Schétzer heifit zuldssig in S, wenn es keinen gleichméflig besseren
Schétzer in S gibt. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Ist S ein Minimax-Schitzer und eindeutig (in S) in dem Sinne, dass jeder andere
Minimax-Schétzer die gleiche Risikofunktion R besitzt, so ist S zuléssig in S.

(b) Ist S zuldssig (in S) mit konstanter Risikofunktion R (in #), so ist S ein Minimax-
Schétzer.

(c) Ist Sy ein Bayes-Schétzer beziiglich einer Verteilung A und eindeutig (in S) in dem
Sinne, dass jeder andere Bayes-Schéitzer S, beziiglich A die gleiche Risikofunktion R
besitzt, so ist S zuléssig (in S).

(d) Sei © nun ein metrischer Raum ausgestattet mit der Borel-o-Algebra. Ist Sy ein Bayes-
Schitzer (in S) beziiglich einer Verteilung A, so ist Sy zulédssig in S, falls

(a) R(0,Sy) < o0,
(b) jede offene Menge U € O, A(U) > 0,

(c) fur jeden weiteren Schétzer S’ (in S) mit RA(S") < Ra(S), die Abbildung 6 —
R(6,5") stetig ist.

Aufgabe 34 (Teil 1: Beispiel fiir nichtparametrische Regression - der gleitende
Mittelwert, 3 = 2 4+ 1 Punkte).

Sei n € N. Wir betrachten das einfache Regressionsmodell
XZ:f(z/n)—i—ez, 221,,71

Dabei sind ¢; identisch und unabhéngig verteilte Zufallsvariablen mit E[e;] = 0 und Var(e) =1
und f :[0,1] — R eine stetige Funktion. Wir gehen also davon aus, dass fiir eine wachsende
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Anzahl von Beobachtungen n, die Funktion f genauer abgetastet wird. Wir wollen also aus
den Beobachtungen die Funktion f schitzen. Sei dazu h = h,, — 0 fiir n — oo eine Folge
nichtnegativer reeller Zahlen (die ,,Bandbreite®). Fiir x € (0, 1) definieren wir den gleitenden
Mattelwert durch

R 1 «— i
fh(x) = % ZZ:;]I[:C—Z,CC—F;}(E)X%

Wir wollen hierbei zeigen, dass fu(z) — f(z) fiir nh, — co und z € (0,1) gilt, das heift f,
ist ein punktweise konsistenter Schétzer fiir f. Zeigen Sie dazu:

(a) E[fu(z)] — f(z) — 0 fiir n — oo
Hinweis: Sie konnen auf elementarem Weg geschickt eine komplizierte Null mit dem
Term £f(x)= >0, Lo n gty (£) einfiigen und abschitzen. Alternativ verwenden Sie
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den Mittelwertsatz der Integralrechnunyg.

(b) Var(f(z)) — 0 fiir n — 0o
Dann folgt E[(f,(z) — f(2))?] — 0 fiir n — oo und insbesondere die Konsistenz von f)(z).

Aufgabe 35 (Teil 2: Asymptotik des gleitenden Mittelwertes, 5 = 2 + 2 4+ 1
Punkte).

Wir betrachen das Regressionsmodell und den dazugehorigen Schétzer fh(x) aus Aufgabe 34.
Sei f nun zusitzlich Lipschitz-stetig und es existiere El|e;|* < oco. Wir wollen zeigen, dass fiir
h = h, — 0 mit h, <1, nh = oo und vVnh? — 0 die punktweise asymptotische Normalitét

Vah(fa(z) = f(z)) B N(0,02) (*)

fiir jedes x € (0,1) gilt. Zeigen Sie dazu unter Nutzung von Rechnungen aus Aufgabe 34
folgende Aussagen:

(a) |E[fu(x)] — f(z)] < C(h+ ) fiir eine von n unabhéngige Konstante C' > 0.
(b) Es gilt
Vih(fu(x) = Elfu(2)]) B N(0,0%).

Hinweis: Benutzen Sie den zentralen Grenzwertsatz von Ljapunov (Dreiecksschema):
Fiir jedes n € N seien Z,;, 1 < i < n, unabhingige Zufallsvariablen mit E[Z, ;] = 0,

on; =E[Z2] <oounds, =3 " on,. Fallseind >0 existiert, so dass

1 n
= 2 EIZ, =0,
n =1

dann gilt
1 n
— " Zi B N(0,1).

Sp 4
=1
Betrachten Sie fir die Aufgabe 6 = 1.

(c) Folgern Sie nun mittels Teilaufgabe (a) und (b) die Konvergenz in (x).

Aufgabe 36 (Der Fluch der Dimension, 4 = 1.5 + 1.5 + 1 Punkte).
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In dieser Aufgabe werden wir sehen, dass die Konvergenzrate T4 (durch eine optimale
Wahl der Bandbreite) des Kerndichteschitzers in einer Dimension nicht mehr erreicht wer-
den kann, wenn stattdessen Boebachtungen in héherer Dimension d vorliegen. In diesem Fall
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sinkt die Konvergenzrate auf n_%. Wir zeigen dies exemplarisch fiir den Fall d = 2.

Sei (X1,Y1), ..., (X, Y,) € R eine zweidimensionale identisch und unabhéngig verteilte Stich-
probe mit beschrinkter Dichte f : R? — R beziiglich des Lebesguemafles und h = h,, — 0.
Ferner erfiille f die Holderbedingung

V(,y), () €R: |f(wy) = S ) L (Jo =2+ ly = o)

mit den Konstanten 0 < <1 und L > 0.

Sei weiterhin K : R — R eine beschrinkte Funktion mit [ K(z) doz = 1 und kompaktem
Trager auf [N, N] mit einem festen N > 0.

Es bezeichne fh den zweidimensionalen Kerndichteschétzer

n

fulw,y) = #Z“xih—x) ,K<Yi;y)7 T

1=

Sei (g, o) € R? fest gewihlt. Zeigen Sie:

(a) Mit einer Konstanten ¢ > 0 unabhéngig von (zg,yo) gilt fiir die Varianz des Kerndich-

teschétzers gilt
A 1

V <c- —.
ars(fa(wo,90)) < c h2

(b) Fiir den Bias gilt mit einer Konstanten ¢ > 0 unabhéngig von (¢, yo),
B[ fn(z0, y0)] — f(z0,50)| < ¢ - B,

(c) Zeigen Sie mit den Schranken aus Teilaufgaben (a) und (b), dass h* = h% so gewéhlt
werden kann, das fiir den Mean-Squared-Error gilt:

MSE; (fi- (0, 30)) = O(n~ 7).

Abgabe:

In Zweiergruppen, bis spéatestens Donnerstag, den 28.01.2021, 11:00 Uhr.

Bitte geben Sie Thre Losungsvorschlage im PDF-Format ab. Es reicht, wenn eine der beiden
Personen das Dokument hochlédt.
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