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Aufgabe 5 (F-Test im Regressionsmodell, 4 = 2 + 2 Punkte).

In seinem Modell geht der Biologe K. Fischer davon aus, dass zwischen der GroBe G (in Meter)
und dem Alter A (in Jahren) von jungen Karpfen ein quadratischer Zusammenhang besteht,

G:cl-A+02-A2

fiir Parameter ¢q, co € R. Er hat den Verdacht, dass sogar ¢co = 0 gelten sollte. Dazu fangt er
n = 10 junge Karpfen und bestimmt deren Alter und Grofe:

A; (in Jahren) | 1.1 | 2.8 |37 (44 |53 |58 [69 |75 [83]95
G; (in Meter) | 0.30 | 0.32 | 0.67 | 0.56 | 0.67 | 0.96 | 0.75 | 1.06 | 0.9 | 1.03

Uberpriifen Sie den Verdacht von K. Fischer zum Niveau a = 0.05, indem Sie wie folgt
vorgehen:

(a) Bestimmen Sie den Kleinste-Quadrate-Schétzer fiir 5 := (c1, ¢2)’ im Modell
Gi:C1'Ai+CQ'A?—|—Ei, izl,...,n,

wobei ¢; unabhéngige und normalverteilte Fehler mit Ee; = 0 und Var(e;) = 0 > 0 sind.
Bestimmen Sie nun den KQ-Schétzer fiir 5 := ¢; im reduzierten Modell mit ¢, = 0.

(b) Geben Sie die Formel fir die F-Statistik in dem Test an, so dass alle auftretenden Opti-
mierungsprobleme gelost sind.
Bemerkung: Sie miissen die Terme aber nicht weiter vereinfachen.
Berechnen Sie anhand der gegebenen Daten weiter die Werte der KQ-Schétzer und ent-
sprechend den Wert der F-Statistik. Werten Sie dann den zugehorigen F'-Test aus.
Hinweis: Einige a-Quantile Iy, o- Verteilung lauten
Fig005 = 0.0, F1g0.95 = 95.32, F290.05 = 0.05, F390.95 = 4.26.



Aufgabe 6 (Varianzanalyse mit einem Faktor, 4 = 0.5 + 2 4+ 0.5 + 1 Punkte).

Gegeben seien unabhéngige Zufallsvariablen

}/117}/127"'7}/11" ~ N(Nla )
}/217Y227"‘7Y23 ~ N(MQ; )7

wobei r, s > 0.

(a) Formulieren Sie damit das lineare Modell Y = X3 + ¢, indem Sie die Objekte X,Y und
¢ definieren.

(b) Wir wollen in diesem Modell untersuchen, ob p; = s gilt. Formulieren Sie das entspre-
chende Testproblem und finden Sie einen geschlossenen, so weit wie moglich vereinfachten
Ausdruck fiir die entsprechende F-Statistik.

(c) Geben Sie die Verteilung der F-Statistik aus (b) an.

(d) Formulieren Sie kurz eine praktische Situation, bei welchem der F-Test aus (b) benutzt
werden konnte.

Aufgabe 7 (Testen auf Normalverteilung, 4 = 1.5 4+ 2.5 Punkte).

Gegeben sei ein einfaches lineares Modell
Y;:,M—i—é“i, izla"'ana

mit Parameter p € R und iid Zufallsvariablen ¢;, wobei Ee; = 0 und Var(e;) = o2 > 0. In der
Vorlesung wurde die Theorie des F-Tests hergeleitet fiir den Fall, dass ¢; normalverteilt ist.
Mit dem Jarque-Bera-Test kann vorher iiberpriift werden, ob diese Annahme gerechtfertigt
ist. Dieser Test lehnt die Nullhypothese Hy : &; ~ N(0,0?) zum Niveau « ab, falls

1 -
Jn =n- <6W2 24(K 3) ) > X%,lfou

wobei x3;_,, das (1 — a)-Quantil der x3-Verteilung bezeichne, und

die normierten dritten und vierten Momente S := E[(Yé—;”)ﬂ, K =

ist 62:=15" (V;-Y,)und Y, :=1%" V.
Im Folgenden soll verifiziert werden, dass der Jarque-Bera-Test asymptotisch ein Test zum
Niveau « ist.

E[(Y;
[(1—“ schitzen. Ferner

(a) Zeigen Sie unter der Annahme E[e]] < oo,

_1/22 S=n 1/22 — 302 £;) +R711,

wobei R} 0. Es muss hierbei nicht notwendig Hy gelten.

Hinweis: Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt n'/%g, 3 N(0,0%) und eine dhnliche
Aussage fiir den Mittelwert - ) Y 2. Rekapitulieren Sie dabei die Zusammenhdnge von
schwacher und stochastzscher Konvergenz von Zufallsvariablen.



(b) Nehmen Sie nun Hj an. Benutzen Sie im Folgenden ohne Beweis, dass

n

n~1/? Z {(Y; —Y,)' - 364} =n /2 Z(af —60%? +30%) + R?,
i=1

=1

wobei R?2 % 0. Zeigen Sie mit dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz und dem
Continuous-Mapping-Theorem, dass J, = X3

Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass fiir e ~ N(0,0?), Ele¥] = 0, falls k ungerade ist,
und E[e}] = (k—1)-(k—=3)-...-3-1-0%, falls k gerade ist, gilt. Das Continuous-Mapping-
Theorem begsagt: Gilt X, 5z fiir Zufallsvektoren X,,, Z : Q0 — R¥, und ist g : RF — R!
stetig, so folgt g(X,) e 9(72).

Aufgabe 8 (Multiples Testen mit der Bonferroni-Methode, 4 = 2 + 2 Punkte).

In dieser Aufgabe betrachten wir ein allgemeines lineares Modell der Form
Y = X3 +-¢,

wobei X € R™** deterministisch und bekannt ist, 3 = (31, ..., ) € R¥ und ¢ = (g;..., &,)’ mit
iid &; ~ N(0,0?), 0 > 0. In Fragestellungen, bei welchen nicht klar ist, welche Regressoren
Auswirkungen auf das Ergebnis Y haben, werden héufig sehr viele Regressoren (d.h. Spalten in
X) und entsprechend viele Parameter gewéhlt und dann eine lineare Regression durchgefiihrt.
Es tritt die Frage nach der Signifikanz der Parameter auf. Ein Parameter ; heifit signifikant,
falls 8; # 0; er also iiber X einen Einfluss auf das Ergebnis Y ausiibt.

(a) Sei 3 der KQ-Schitzer fiir 3. Zeigen Sie, dass fiir ein festes j € {1, ..., k},

1, T, =Lt . B~y
¢; (V) = CERV/CTSEDN ol
Oa Tn S tn—k,l—aj

ein Test fiir die Hypothesen Hy : 5; = 0 gegen H; : §; # 0 zum Niveau «; ist. Hierbei ist
6% = ﬁ(Y - XB)(Y — Xp).

Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 4 auf dem 1. Ubungsblatt.

(b) Angenommen, Sie fiihren den Test ¢; aus (a) nun fiir jedes j = 1, ..., k durch. Zeigen Sie,
dass die Wahl a; = ap = ... = a;, = ¢ dalfiir sorgt, dass der Fehler 1. Art (also einer der
Parameter (i, ..., B; wird als signifikant erkannt, obwohl er es nicht ist) weiterhin durch
ein vorgegebenes a beschréankt ist.

Hinweis: Sie dafiir annehmen, dass die Nullhypothese nun H|, : py = ... = Br = 0 lautet
und der Test durch

[ 1, ¢;=1 fireinje{l, ..k},
oY) = { 0, ¢; =0 fir alle j € {1...,k}

gegeben ist. Nutzen Sie die Bonferroni-Ungleichung P(U;_, A;) < Y., P(A;) fiir Ereig-
nisse Ay, ..., As, um den Fehler 1. Art von ¢ abzuschdtzen.

Abgabe:

In Zweiergruppen, bis spétestens Donnerstag, den 19.11.2020, 11:00 Uhr.

Bitte geben Sie Thre Losungsvorschlége im PDF-Format ab. Es reicht, wenn einer der beiden
Personen das Dokument hochlédt.

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/stat-ws2020/index.html
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