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5. Ubungsblatt

Aufgabe 1 (Beispiel 4.1: Naiver Klassifizierer).

Gegeben seien i.i.d. Trainingsdaten (X;,Y;) eines Klassifizierungsproblems mit X' C R Y; €
{—1,+1}. Es sei L(y, s) = (y — s)*. Wir nutzen auRerdem die Abkiirzung

A= {6s(z) ;=273 : B € R},

Es wird folgender Algorithmus zur Klassifizierung vorgeschlagen:
. . . - 1 < -
B i€ argmingega R,(d5), Rn(9) := - z_; L(Y;,0(X5)),

und f,,(z) := sign(d,(x)), wobei 6, (z) := o5(x) = 2T 3. Anschaulich wird also auf (X;,Y;) eine
lineare Regression angewandt.

(a) Zeigen Sie, dass L(y, s) = ¢(—ys) mit geeignetem ¢ : R — Rx.

(b) Ermitteln Sie mit Satz 3.19 eine Bayes-Regel 6* fiir das Risiko R(d) := EL(Y,§(X)).
(c) Gilt die Kalibrierungsbedingung?

)

(d) Welche Modellannahme miisste gelten, damit 6* € A ? Unter welcher Annahme an X
kann dies iiberhaupt erfiillt sein?

(e) Ermitteln Sie eine Risikoiibertragungsformel mit Hilfe von Satz 3.21.

(f) Es gelte nun die Rauschbedingung mit Parametern ¢ > 0, C' > 0. Geben Sie nun die
Risikotibertragungsformel aus Satz 3.24 an, insbesondere im Fall ¢ = oc.

(g) Es sei X ~ N(p,Igxq) und n(z) = P(Y = 1|X = z) = 1 + 275" Es sei f* € R? so
gewihlt, dass ||*]|s = 2 und u”' B8* = 0. Zeigen Sie, dass die Rauschbedingung mit ¢ = 1
erfiillt ist.

Hinweis: Die Verteilungsfunktion ®(t) der Standardnormalverteilung ist firt > 0 konkav,
daher gilt 2®(t) — 1 < 29'(0)t.

Aufgabe 2 (Nachpriifen: Kalibrierungsbedingung und Risiko—Ubertragungsformel).

Gegeben sei ein Klassifizierungsproblem mit X € R% Y; € {—1,+1}. Es sei L(y, s) = ¢(—ys),
wobei wir zwei mogliche Funktionen ¢ : R — R>, untersuchen:

o O(T) = Ppinge(r) = max{1l + z,0}, der so genannte hinge-Verlust,

o O(T) = geyp(x) = €, der so genannte exponentielle Verlust.
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(a) Uberzeugen Sie sich, dass ¢ jeweils monoton wachsend und konvex ist und ¢(0) = 1
erfiillt.

(b) Ermitteln Sie mit Satz 3.19 eine Bayes-Regel 6* fiir das Risiko R(d) := EL(Y,§(X)).
Hinweis fir opinge: Aus Monotoniegrinden muss z — ®,(z) das Minimum in z € [—1,1]
annehmen.

(c) Priifen Sie, ob die Kalibrierungsbedingung erfiillt ist.

(d) Ermitteln Sie mit Satz 3.21 eine Risikoiibertragungsformel.

Aufgabe 3 (Ermittlung des Wolfe-Duals und der Optimalititsbedingungen der
SVM).

Sei C' > 0. Seien Bc, Bo,c,é Losungen von
S &
i - C ; ter NB Vi=1,..,n: Y;(XT >1-¢,
66]1@&}3?5%,661@71 2”6”2 + ;6 unter g n (X; B+ Bo) = 3
gi Z 07
Dieses Optimierungsproblem hat die Struktur
min F'() unter NB  G(0) <0.

OcR"

mit 0 = (67&075) und

L 3 1= & — YiXTB+ fy)),_
FO) =518 +CY 6 G6) = (( XID+ 8
=1
Sei nun p = (a,7) € RZY, und definiere die Lagrange-Funktion L(6,p) = F(6) + G(6)p.

(a) Zeigen Sie, dass VyL(6,p) = 0 dquivalent ist zu
B=> aYiX;, ) aYi=0, Vi:C—a;—7=0.
i=1 i=1

(b) Zeigen Sie, dass das Wolfe-Dual supyeg: pepe  L(6, p) unter der NB Vo L(6,p) = 0 dquiva-
lent ist zum Optimierungsproblem B

1
min {EaTQa - ]lTa} unter NB Yra =0, 0<a< C,

a€eR”

WObei ]l = (1, ceey 1)T, Y = (}/1, ...,Yn)T und Q = (QU)ZJ:l n mlt QZ] = }/Z}/]XZTXJ

.....

(c) Folgern Sie aus den Optimalitétsbedingungen VoL(0,p) = 0, GO)Tp = 0, p > 0 und
G(0) < 0, dass folgender Zusammenhang zwischen den Losungen des urspriinglichen
Optimierungsproblems und den Losungen & des Wolfe-Duals besteht:

n
BO = Zo?iY;Xi, BQC =Y, — XiTﬁAC mit einem 7 mit 0 < ¢&; < C.
i=1
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