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11. Prasenzblatt — Losungen

Aufgabe P41 (Darstellungsmatrix fiir Abbildungen zwischen Polynomriumen).

Fiir D € N betrachten wir den Vektorraum der Polynome
D
Pp={p:R — R|Jag,...,ap e R:Vz € R: p(x) = Zakxk}
k=0

iiber R. Fiir i = 0,..., D sei p; € Pp mit p;(z) := x'. Es ist bekannt, dass Bp = (py, ..., pp)
eine Basis von Pp bildet. Gegeben seien die beiden linearen Abbildungen

f:Ps—= Py,  pe e (x+1)-p'(x) —3p(a)],
g:Po—= P, p—lzep)-(x+1)—plx+1)- .

(a) Geben Sie ®p, und 3! an.

(b) Sei p € Ps definiert durch p(x) = 22® — 3z + 2. Geben Sie die Koordinaten von p bzgl.
Bj an, d.h. bestimmen Sie ®3!(p).

(c) Bestimmen Sie Mg;(f) und Mg; (9).

—_—

(d) Berechnen Sie f(p) einmal direkt und einmal mittels f = ®p, o Mg; (f) o @ph.
(e) Berechnen Sie dimgKern(f) und Kern(f) mittels Aufgabe P44.
(f) Berechnen Sie dimgBild(g) und Bild(g) mittels Aufgabe P44.

Losung:

(a) (i) Wir bestimmen ®p:
Es gilt ®p,(e;) = p;—1 fiir i = 1,2, 3,4. Daher

Qo

a
Op, : R* — P;, a; = apPo + a1p1 + axP2 + azps

as

(ii) Wir bestimmen ®;':
Es gilt @;;(pi,l) =¢; fiir i = 1,2, 3,4. Daher

ao
B a
<I>B; : Py = RY p=agpo + a1p1 + asps + azps a;

a3



(b) Mit Teilaufgabe (a) erhalten wir

-3
0
2

5l (p) = Dy (200 — 3p1 + Opz + 2p3) =

(¢c) (i) In den Spalten der Koordinatenmatrix stehen die Koordinaten bzgl. B, der Bilder
der Basis B3 unter f, d.h.

| | | |
Mg} (f) = (%i(f(po)) @Ei({(m)) @Ei({(pz)) %i(f(ps)))

Wir bestimmen die Bilder der Basis (po, p1, p2, p3) unter f und stellen sie mit Hilfe
der Basis By dar. Es gilt

(fpo)(x) = (@+1)-0-3-1 = =3 =  —3py(a),
Fe)@) = (@+D)—-3c = 241 = pola) - 2pi(a),
(Fo)e) = (@423 = —a* 420 = 2pi(x) — pala)
Fo)) = (s 08235 — 822 = )

= f(po) = —=3po, [f(p1) =po—2p1, [f(p2) =2p1 —p2,  f(p3) =2p2

-3 1 0 0
— Mp(f)=[0 -2 2 0
0 0 —-13

(ii) Es gilt:
| | |
ME2(g) = (%i(g(po)) Py (i](pl)) <I>B§(9(pz))) :
)

Wir bestimmen die Bilder der Basis (pg, p1, p2) unter g und stellen sie mit Hilfe der
Basis B, dar:

(gpo))(@) = 1-(@+1)—1l-2 = 1 = po(z)
(gp))(z) = z(z+1)—(z+1)x = 0
(gp))(@) = 2*(@+1)—(@+1)% = —2?—2 = —pi(2)—pa()

= g(po) =po, 9g(p1) =0, g(p2) =—p1—p2
10 0
— Mp*(g)=(0 0 -1},

(d) (i) Wir berechnen f(p) direkt:

(f()(z) = (z + 1)(62® — 3) — 3(22® — 3z + 2) = —9 + 62 + 62
= —9po(x) + 6p1 () + 6pa ()

= f(p) = —9po + 6p1 + 6po



(ii) Wir berechnen f(p) mittels der gegebenen Formel: Es gilt

2
, . , —3
F(p) = (5, 0 M3 (f) 0 @) (25 — 3p1 + 2po) = (D, 0 M3 (N)(| " |)
2
3 1 0 0 _23 —9
=0l 0 =2 2 0] [ ) =@u({ 6 |)=—9p+G6pi+ 6pz.
0 0 -13/ |, 6

(e) Mit Aufgabe P44(a) gilt:

Kern(f) = ®p, (Kern(Mg3(f))) = g, (Los(Mp; (f),0)).

Es ist also Los(M gj (f),0) zu bestimmen. Wir bringen zunéchst die Matrix M gj (f) in
strenge Zeilenstufenform:

1 -1 0 0
_ _ _ 3
MBS(f) (~1/3) 215 21,(~1/2) 7222, 7373 0 1 -1 o
Bs
00 1 -3
10 —-% 0
(1/3)22+ 21— 21,(~1/2) 22— 22,— Z3—Z3
Y 01 -1 0
00 1 -3
734+722—72,(-1/2)Z22—22,(1/3)Z3+Z1—Z1 100 -1
PORBEARZRBARIISI gy g 3] = 7
001 -3

Die Position der Pivotelemente ist gegeben iiber (ji,j2,7j3) = (1,2,3). Sei F' die Ma-
trix, welche durch Streichen der Spalten ji,7j2,j3 von Z hervorgeht. Eine Basis von
Los(ME2(f),0) ist dann gegeben durch w € R*, wobei

W, w1 1
wj, | = (w2 | =—F=|{3
Wi, w3 3

und

= Los(ME2(f),0) = Lin(

—_ W W

= Kern(f) = ®p, (Los(Mg}(f),0)) = ®p, (Lin(w)) = Lin(®p,(w)) = Lin(po + 3p1 + 3p2 + ps)-

— dimgKern(f) =1

(f) Wir nutzen Aufgabe P44 (b) aus: Bild(g) = ®p,(Bild(M;2(g)).

Es gilt:
Blld(MB2 Mg;( = Spaltenrabum(]WB2 (9))
1 O 0 1 0
=Lin(|{0],{0]),[—-1])=Lin({O0],[-1])
0 0 —1 0 —1



Dabher:
0 0

1 1
Bild(g) = ®p,(Bild(Mp2(g)) = ®p,(Lin(| 0 | , | =1])) = Lin(®s,({ 0]),®5,(| =1 |))
0 -1 0 -1

= Lin(po, —p1 — p2)-
= dimg(Bild(g)) = 2

Aufgabe P42 (Darstellungsmatrizen in R?).
Wir betrachten die lineare Abbildung

3 1
. 2 2 )
f:R —>R,mr—>(1 3) x

zwischen den R-Vektorrdumen R2. Gegeben seien weiter die beiden Vektoren

w= (1) ().

sodass B = (vy,v9) eine Basis des R? bildet.

(a) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von v = (;) bzgl. der Basis B, d.h. berechnen
Sie @3 (v).
(b) Berechnen Sie M () und ME(f).

(e1,e2)
(c) Bestimmen Sie f(v) einmal direkt und einmal mittels f = ®5 o ME(f) o ®5".
(d) Veranschaulichen Sie die zweite Rechnung aus (d) in einem (normalen) Koordinatensy-
stem und interpretieren Sie die Abbildung f.

Loésung:
(a) Gesucht sind Aj, Ay € R mit

1
( ) =0 = Pp((A1, /\2)t) = \Mv1 + v

A= A= b=

Dies ist aquivalent zum LGS

Zur Losung des LGS bringen wir A|b auf strenge Zeilenstufenform:

Alb — -1 1|1 Z1422-22,(1/2) 22— Z2 -1 1
P={ 1 12 ~ 0 1

1
3
2

~224 215 21,- 2121 1 0 %
0 13
1
~usian={(D)}
2
1 1 3
— v = 9 = 5U1 + 502
1
— 0= (1)
2



(b) (i) Esgilt f=A mit A = (3 1). Vorlesung liefert:

1 3
(e1,e2) . (31
My epy (f) = A= (1 3)
(ii) Es gilt:
| |

Mg (f) = %1(]"(01)) %1({(@2))

Wir bestimmen also f(v;) und stellen diese wieder in der Basis B = (vq,vy) dar:

= () = ()= ()0 () omvos
e = ()0 = (0 ()or (mmees

Der allgemeine Ansatz zum Finden der Darstellung in vy, vy wdire hier jeweils das
Losen eines LGS gewesen:

() G- G e ()= )

Da hier die Losungen aber einfach zu sehen waren, ist die Losung eines LGS nicht

notwendig.
Es folgt
2 0
g = (5 9)

(¢) (i) Wir bestimmen f(v) direkt:

=(13) ()= ()

(ii) Wir bestimmen f(v) mittels der gegebenen Formel:

F(v) = (50 ME(f) 0 D) (v) = (@5 0 ME(f))((

:1-U1+6.U2:(?)

(d) In folgender Graphik sind vy, v und v, f(v) eingetragen:

) = Pp(ME(f)
) (

D | N [ —
~_
Il
KA
o
N\

N LN [



Durch f wird also die v;—Koordinate des Vektors v verdoppelt und die vs—Koordinate
vervierfacht. In diesem Sinne ist f also nur eine Streckung in beide Koordinatenrichtungen
im Koordinatensystem B = (vy, vs).

Aufgabe P43 (Darstellungsmatrizen fiir Abbildungen zwischen Matrizenridumen).
Sei A= (2%) € M(2x 2,R). Wir definieren die Abbildung

FiM©Ex2,R) x M(2x2,R) = M(2x2,R), X — AX — XA
zwischen den R-Vektorrdumen M (2 x 2, R). Weiter seien
M= (§9), My:=(94), Ms:=(5%), Mi:=(")

Dann bildet B = (My, My, M3, My) eine Basis von M (2 x 2,R). Weiter bezeichne E =
(Eh1, Erg, Eoy, E9y) die Standardbasis von M (2 x 2, R).

(a) Geben Sie die Koordinaten von M = (11) bzgl. B an sowie die Matrix M’, welche durch
die Koordinaten (1,2,1,2)" bzgl. B beschrieben wird.

(b) Berechnen Sie ME(f), ME(f) und ME(f).
(c) Berechnen Sie f(M) einmal direkt und einmal unter Verwendung von MZ(f).
(d) Es sei nun A = (?1). Berechnen Sie Kern(f) und Bild(f) mit Hilfe von ME(f).

Losung:

(a) Wir suchen Ay, ..., \y € R, sodass

A1
L N Y _ (Mt et
(1 1>—M—<I>B< N\ )—A1M1+)‘2M2+A3M3+/\4M4_<)\2—>\4 Al—Ag)'
A



Vergleich der Eintrage in der Matrix liefert 4 Gleichungen:

1 = N + A3
1 = Ay + + A
1 = Ao — M\
1 - )\1 - )\3
Wir 16sen das LGS und erhalten
1 0 1 0|1 1 0 1 0|1
01 0 1 |1 ~Z14 7474 01 0 1|1
01 0 -—-1]1 01 0 -1]1
1 0 -1 0|1 00 -2 010
1 0 1 0|1
~ 7247373 01 0 1|1
00 0 =20
00 -2 010
1 01 0|1
(—1/2)Z3—>Z3,(—/1\i2)Z4—>Z4,Z3<—>Z4 01 0 1|1
001 0/0
00010
1 00 01
—Z3+ 21571~ 74+ 72572 01 0 01
00100
00010

— M=M+Ms+My=1-My+1-My+0-M;+0-M,

Bemerkung: Hier hdtten wir die Koordinaten aufgrund der einfachen Gestalt von M
auch direkt angeben kdonnen.

—> Die Koordinaten von M sind bzgl. der Basis B gegeben iiber

oy 0n) = ( §)

)):1'M1+2-Mz+1-M3+2-M3=<%6‘>

Ferner gilt

DN~ DN

(b) (i) Esgilt

o
| | | |

Mg(f) = | 5 (f(M)) ‘Pél(f’(Mz)) @él(f’(Ms)) @él(f’(MO)

|
Wir berechnen also f(M;) und stellen das Ergebnis in der Basis B = (M, My, M3, M)

dar:
f(My) = A(§Y) —A(g) =A-A=0,
FMy) = A(Q9)—AQs) =(§e)—(5§) = (26 ¢50) = (b— )Mz + (a — d)M,
fOM) = A(GL) —AG L) =(020) — (% 2) = (53"
— (=b) (33) +e (88) = (c—b)Mat (—b— )M,
Snafnaf

f(M4) - A(—Ol(l) _A(—Ol(l)):(:gg)_(faflb>:(_all_dccc:g>



Es folgt:

0 0 0 0
B 0 0 (c—=b) (a—4d)
= M5(N="= 1o e 0 (=b—o)
0 (a—d) (=b—c) 0
(ii) Wie zuvor:
f(En) A(58) —A(G0) = (27) = (=) Era + cEa,
f(Br2) = A(§§) —A(Bs) = (") = (=) B + (a — d) B2 + cEa
f(Ea) = A(98) =AY = (2 0) = bEn + (d — a) Eay + (—b) En,
f(Bx) = A(§Y) —ABY) = (2%8) = bFa + (—c)Eay.

Einsetzen in die Definition von Mg (f):

—c b 0
b (a—d) 0 b
c 0 (d—a) —c
0 c —b 0

Mg (f) =

(iii) Wie zuvor:

f(My) =0,
FL) = (5¢)—(58)=(a=68) = (b—0En+(a—d)En+(d—a)Bxn + (c— b)Ex
f(Ms) = (5.73) = —2bE1; 4 2cEy
fMy) = (Zheed) = (=b—c¢)En+ (a— d)Ey + (—d — a)Ey + (¢ + b) Ex.
Einsetzen in die Definition von MEZ(f):
0 b—¢) 0 (=b—c)
B 0 (a—d) —2b (a—d)
MED =10 (a—a) 20 (~d—a)
0 (c—=0b) O (c+)

(¢) (i) Wir berechnen f(M) direkt:

FOM) = A+ - (DA = (Heda) - (Eer) = (205

(ii) Wir berechnen f(M) mittels f = ®p o ME(f) o ®5":

M) = (@5 0 ME(S) 0 05 )(M) 2 (@50 M§<f>><(

)

_ @B(Mg(f)<§>) _ %((253)) — (b= )My + (a— d)M; = (175 2F)

OO

(d) Wir berechnen den Kern und das Bild von f anhand der Koordinatenmatrix ME(f).
(i) Aufgabe P44 (a) liefert:

Kern(f) = ®p(Kern(ME(f)) = ®p(Los(Mg(f),0)).

8



Es ist also Los(ME(f),0) zu bestimmen. Wir bringen die Matrix ME(f) in strenge
Zeilenstufenform:

10 —-1-1
Z1+Z2— 72 01 =10
~r 0-11 0
01 —-10
10-1-1
72473723, — 72+ 74— 74 0110\ _.
~ 000 0 | —:
000 0

Die Position der Pivotelemente ist gegeben iiber (ji, j2) = (1,2). Sei F' die Matrix,
welche durch Streichen der Spalte jq, jo und aller Nullzeilen von Z hervorgeht, d.h.

F=(35)
Eine Basis von Los(ME(f),0) ist dann gegeben durch (wy,wy), wobei

o (wyj,,wrj,) = (wi1,wra) = 1. Spalte von —F und (wy3,wy4) = e; € R?,

o (wa),,Waj,) = (war,wasz) = 1. Spalte von —F und (w3, way) = eg € R?,
1

), (8)) = Lin(wy, wy)
1

Kern(f) = ®p(Los(Mg (f),0)) = @p(Lin(ws, wz))
= Lln q) (’lUl), @E(’U}Q)) = Lin(EH + E12 + E217 Ell =+ EQQ)

v
()10

— dimgKern(f) =2
(ii) Bestimme Bild(f):

Wir nutzen Aufgabe P44 (b) aus: Bild(f) = ®5(Bild(ME(f))).
Es gilt:

— Los(ME(f),0) = Lin((
Es folgt:

O

P e g

Bild(ME(f)) = ME(f)(R*) = Spaltenraum(MZ ( f

-u()-(1)-(3)- () Lm< )-(1)

Damit erhalten wir

Bild(f) = ®p(Bild(ME(f)) = ®5(Lin( ( —21 ) , (_{ ) )

0 1
= Lin(@E((_f)), (I)E(( 5 ))) = Lin(Ey — Eig, E1g + E9 — Evy)
0 1

(0 -1\ (-1 1
:Lm(<1 o)’(o 1

— dimg (Bild(f)) = 2

).

N———

Aufgabe P44 (Darstellungsmatrizen als Hilfsmittel zur Bestimmung von Kern
und Bild linearer Abbildungen).

Seien V, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Sei B eine Basis von V und C' eine Basis von
W.Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:

9



(a) Kern(f) = ®p(Kern(ME (1)),
(b) Bild(f) = Se(Bild(ME(f))).

—~——

(c) dimgKern(f) = dimgKern(ME(f))).

(d) dimgBild(f) = dimgBild(MZ(f))).

Losung:
Laut Vorlesung gilt die Gleichheit f = ®¢c o ME(f) o dj'.

(a) Es gilt:
v € Kern(f)
— f(v) = =0

= Bo(ME)(®F' (1) =

"L ME() (@5 (v) = 0
— O ( ) € Kern(Mg(f))
& € dp(Kern(ME(f))).

(*) gilt nur, da ®p bijektiv ist. Wir zeigen (mit einfacherer Notation, g : X — Y
bijektiv, A C X): g7 (y) € A <y € g(A))
=g (y) € A= Esgibt x € Amit g7 (y) =2 = y = g(g7'(y)) = g(z) € g(A).

24y € g(A) = Bs gibt € Amit y = g(z) = g7 (y) = g7 (9(x) "= w € A
(b) Es gilt:

w € Bild(f)
= we f(V)

= w e dc(ME(F)(@5'(V)))
PRI € B (ME())(K™)
— we (I)c(Bﬂd(MB( ))-

(¢) Man braucht nur eine Begriindung, warum der Isomorphimus ®p bei der Dimensions-
berechnung weggelassen werden kann.

Schreibe kurz A := Kern(MZ(f)). Betrachte die Einschrinkung ®pls: A — $p(A).

® p Isomorphismus = ®p|, ist linear und injektiv. =

) Dim.-Formel lin. Abb.

dlqu)B(A) = dlmKB11d<(I)B’A dlmK<A)—dlmK Kern(CI)B\A) = dlmK(A)
N———

Pp|a injektiv

{0}
Mit (a) folgt:
dimg (Kern(f)) < dimz(®5(A)) = dimg (A).

(d) Analog zu (c).

Dieses Blatt ist nicht abzugeben und wird in den Ubungsgruppen besprochen.

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/lal-ws2018/index.html
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