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6. Prisenzblatt - Losungen

Aufgabe P21 (Dimensionen von Vektorriumen iiber verschiedenen Koérpern).

Fiir einen Korper K sollen die im Folgenden auftretenden ganzen Zahlen in dem Sinne als
Korperelemente aufgefasst werden, dass sie angeben, wie oft 1 € K aufsummiert wird.
Wir definieren die folgenden Vektoren des K-Vektorraums K*:

—1 —6 1 2
2 18 —2 —4
U1 = 3 ) Vg = 0 ) V3 = 3 ) Vg4 = 0
-9 —24 0 6

Sei U := Lin({vy, va, v3,v4}) und W := {(x1, 12, 23, 74) € K* : 11 + 229 = 0,21 — 23 = 0}.
(a) Sei K = Q. Bestimmen Sie dimg(U), dimg(W) und jeweils eine Basis von U, W.

(b) Sei K = F,. Bestimmen Sie dimp, (U) und eine Basis von U fiir alle Primzahlen p.

Losung:

(a) e U: Wir priifen zunéchst die gegebenen Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit im Q-VR
Q4. Seien A1, A9, Az, Ay € Q mit

-1 —6 1 2
2 18 -2 —4
O = )\11)1 —I— )\QUQ + )\3?)3 + )\41)4 = /\1 3 + /\2 O —I— )\3 3 —I— /\4 0
-9 —24 0 6
I 0 = =X — 06X + A3 + 2\
II 0 = 2\ 4+ 18Xy — 2X3 — 4)\
— IIT 0 = 3\ + 3)3
IV 0 = =9\ — 24X\ + 6)
I' 0 = XN — 6\ + X3 + 2\
2~I+II—>H,3.I+U<I—>:I>U,(—9)-I+IV—>IV 1" 0 = 62
11" 0 = — 18Xy + 6XA3 + 6XA4
IV’ 0 = 30)\2 - 9)\3 - 12/\4
[” O - )\1 - 6)\2 -+ )\3 -+ 2)\4
3-H’+IH’%<2;,75-H’+IV’ 11" 0 = 69
111" 0 = 6A3 + 6X4
IV” O = - 9)\3 - 12/\4
I 0 = AN — 6Xy + A3 + 2\
QI IV IV I 0 = 6o
IIr- 0 = 6A3 + 64
v* 0 = 33

Aus IT* und IV* folgt Ay = A3 = 0, eingesetzt in III* ergibt A\, = 0, mit I* folgt
A1 =0, d.h. insgesamt Ay = Ay = A3 = Ay = 0.
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Damit ist (v1, va, v3,v4) im Q-VR Q* linear unabhiingig.

dim(§4:4 :Lin({vl,vzz,gg,v4}):U§Q4

4
(v1,v9,v3,v4) Basis von Q? ¢ U = Q% dimgU = 4,

Basis von U ist (vq, v, v3, vy).
o W (nur iiber K = Q): Es gilt

W = {(z1,%2,23,24) € Q':x + 22, =0, — 23 = 0}

1

= {(21,29,23,24) € @4 t T = —§$1>$3 =21}
1
— {(.’,Ul, —§$1,l’1,$4) LT, T4 S Q}

_ Lin({(l,—%,1,0),(0,0,0,1)}). (%)

Offensichtlich ist ((1,—2%,1,0),(0,0,0,1)) linear unabhiingig, denn keiner der Vekto-

-1
ren ist ein Vielfaches des anderen.

Wegen (*) bildet ((1,—1,1,0),(0,0,0,1)) auch ein Erzeugendensystem von W und
damit eine Basis. Entsprechend ist dimg (W) = 2.

(b) Wie in (a) untersuchen wir die Vektoren zunéchst auf lineare Unabhéngigkeit im F,-VR
F;l Seien A1, Ag, A3, Ay € Fp mit

-1 —6 1 2
2 18 —2 —4

0=X\ 3 + Ao 0 + A3 3 + M\ 0
-9 —24 0 6

[ O - )\1 - 6)\2 + )\3 "— 2)\4

&) I 0 = 6o
111 0 = 63 + 64
IV 0 = 33

Beachte: Aufgrund der Konvention in der Aufgabenstellung (ganze Zahlen geben an wie
héiufig 1 aufsummiert wird) ist es maoglich, simtliche ganzen Zahlen zu verwenden, auch
wenn ste formal kein Element von F, sind.

Man muss sich aber bewusst sein, dass die Zahlen p, 2p, 3p etc. in F, aber weiterhin der
0 entsprechen und demzufolge keine multiplikativ Inversen besitzen.

Wir untersuchen zundchst immer das LGS in F,. Da wir fiir die Umformungen des LGS
nur das Additionsverfahren verwendet haben, d.h. wir haben Vielfache einer Zeile auf eine
andere addiert, sind die Umformungen auch in jedem F, giiltig und Aquivalenzumformungen.
Selbst wenn wir beispielsweise eine Umformung der Form 2-1+11 — I iber dem Korper
FE5 durchfiihren, so bedeutet dies lediglich, dass eigentlich O - I + II — I1 durchgefiihrt
wird, d.h. keine Verdnderung zum vorherigen LGS geschieht.

Sollte lineare Abhdngigkeit auftreten, so analysieren wir die gegebenen Vektoren mochmal
genauer, indem wir sie nur mit Elementen von F,, ausdriicken. Formal muss die Unter-
suchung mit dem LGS (um auf eine Idee zu kommen) nicht Teil der Lisung sein, wenn
man schon den Verdacht von linearer Abhdngigkeit hat.

Da bei den Umformungen in (a) keine multiplikativ Inversen verwendet wurden, ist obige
Aquivalenz auch hier giiltig.

e Fall p > 7. Dann besitzen alle Koeffizienten im LGS L ILIII,IV multiplikativ Inverse
und wie in (a) erhalten wir, dass (v, va,v3,v4) eine Basis des F;‘ bildet und somit
U = F,, dimg, (U) = 4, Basis von U ist (v1,v2,v3,04).



e Fall p = 5. Dann gilt: [ ILIII ist
I' 0 = N + 4 + A3 + 2\

Ir 0 = o
IIr 0 = A3+ M\
v 0 = 33

Wie in (a) erhalten wir, dass (vy, va, v3,v4) eine Basis des Fi bildet und somit U = F2,
dimp, (U) = 4, Basis von U ist (vq, v, v3, vy).

e Fall p = 3. Dann gilt: [ILIILIV ist

I' 0 = )\ + A3 4+ 2\
I 0 = 0
11" 0 = 0
w0 = 0

Wihle \; = A\3 = 1, mit I’ folgt \y = =27 (\; + A\3) = 2.
= 0 = v + v3 + 2v4. (*)

= (v1, V2, v3,vy) ist linear abhéngig.

Genauere Analyse der gegebenen Vektoren: Es gilt
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’1}1:21)3:1}4: s ’UQ:O.

S O N

Daher ist U = Lin({v1, v, v3,v4}) = Lin({v1 }) = Eine Basis von U ist (v ), dimp,U =
1.

e Fall p = 2. Dann gilt: [ILIILIV ist
I/ 0 - )\1 + )\3

Ir o =0
I1r o = 0
V' 0 = A3

Mit IV’ folgt A3 = 0 und I’ liefert \; = 0, aber Ay = A4 konnen frei gewahlt werden.
= (v, Vg, v3,v4) ist linear abhéngig.
Genauere Analyse der gegebenen Vektoren: Es gilt

V1 = s U2:U4:0.

—_ = O =
O~ O

Offensichtlich sind vy, v3 keine Vielfachen voneinander und daher linear unabhéngig.
Damit folgt: U = Lin({v1, v3}).
= Eine Basis von U ist (v, v3), dimp,U = 2.

Aufgabe P22 (Basen von Folgenrdumen).
Wir betrachten den Vektorraum RN der reellwertigen Folgen iiber R und fiir N € N die
Untervektorrdume
U N =
Qn =

(an)nen € RN|Yn > N : a, =0},
(Gn)nen € RN\Vn eN:a, =ann}

{
{
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der Folgen, welche ab Stelle N Null sind, sowie den Raum der N-periodischen Folgen. Fiir

i € N definiere die Folge e® = (e{"),en € RY durch

Z) ]_7 n = 'L.,
el = .
0, n#i,
und die Folge ¢® = (¢{),.en € RY durch

. 1, n<i
g(’)::{’ "
" 0, n>i

Die Aufgaben (a) - (e) beschéftigen sich nur mit Uy. Zeigen Sie:
(a) (eW,...,e™=D) ist ein Erzeugendensystem von Uy.
(b) (g(l) .., gW 1Y ist linear unabhiingig.
(c¢) dimg(Uy) =N — 1.

)

(d) Sei nun
U := {(an)nen € RYIN € N : (an)nen € Uy}

der Raum aller abbrechenden Folgen. Zeigen Sie: dimg(U) = oc.
(e) Geben Sie eine Basis von U an.

(f) Zeigen Sie, dass dimg(Qn) = N.

Losung:
(a) Zu zeigen ist Uy = Lin({eW, ..., e =D}).
,D“ Klar, da {e®, ..., eN-1 } c UN und Uy UVR.

77C“: Sei (an)nEN € Un.
Wir zeigen, dass (an)neny = Son-y are®™ € Lin({e®, ..., e™-D}),
Beweis: Es gilt fiir n > N:

ay eg") =0 (an)ngh€UN .
~~
k=1 (Def. e(%))
Firn e {1,...,N — 1} gilt:
N-1
Z ag egk) =a, - eg”) = a,.
1 ~~~
Jln=k
0,n #k

Damit ist gezeigt: Fiir alle n € N: (Zk 1 agel ) = ay, d.h. Zk 1 Lape® = (Gn)nen-

(b) Anmerkung (didaktisch): Natiirlich wire es sinnvoller, Unabhdngigkeit von (e, ..., el

N-1)

zu zeigen. In Hinsicht auf die Losung von (c) soll hier aber ausdriicklich die Unabhdngig-

keit von einer anderen Familie von Vektoren gezeigt werden.
Seien A, ..., Ay_1 € R mit chv:’ll Meg® = 0.
= VneN: Z,H)\kg =0.



e Moglichkeit 1 (elementar): Einsetzen von n =1,..., N — 1 liefert:
(1) 0= i\f:f; )‘kggk) =M+ ...+ Ay
(2) 0= fcvz_ll )‘kgék) =X+ ...+ Ay

(N-2) 0 =S )\kg](\lf)_Q = AN-2+ An-1
(N-1) 0= S0 Mg = Ay
2 )\N,1:O(N:_>2) )\N,QZO:>...(—_2£>\2:0(:12>\1:0.
e Moglichkeit 2 (mit umgekehrter Induktion): Wir zeigen, dass fir n = N —1,...,1
gilt: A, = 0.
Induktionsanfang: (n =N —1): 0 = ,]CV:_II /\kgg\lf)_l = Ay_1.
Induktionsschritt (n — n —1): Es gelte Ay_1 = ... = A\, = 0 (IV). Dann ist

s

=2

—1
0= Mg = Nost + Ay o+ Avs Z Ay,

1

=
Il

d.h. A,—1 =0.

(c) Austauschsatz und (a) (e™, ..., e®™¥~1) linear unabhiingig = dimpUy > N — 1.
Basisauswahlsatz und (a) (¢, ..., gV =V) Erzeugendensystem von Uy = dimpUy <
N —1.
= dimrUy = N — 1.

(d) Angenommen, R := dimpU < oo.
= Alle Basen haben Linge R. Aber: (e, ..., e(#+D) sind linear unabhiingig in Ug, s C
U.
Austauschsatz = dimgrU > R + 1, Widerspruch.

(e) Wir zeigen: (e?);cy ist Basis von U. Wir nutzen, dass aus (c) folgt: (e™), ..., eV =) ist

Basis von Uy.

o (e);cy ist Erzeugendensystem, denn:
Sei feU
= Es gibt N € Nmit f € Uy

(e(l), . e(N—l)) Erze;gendensystem von Upn
N—-1 : i
)\N,le( ) € Lm({e(z)}ieN).

e (e);cy ist linear unabhiingig, denn:
Sei J C N endliche Teilmenge, A\; € R (j € J) mit >, Ajel) = 0.
J endlich = Es gibt N € Nmit J C {1,...,N — 1}.
e, ..., eN=1)) linear unabhingi
(e pear b 0 (j € J).

Es gibt A, ..., Av_1 € R mit f = Xe™ + ... +

(f) Eine Basis von Qy ist gegeben durch (R, ..., h™), wobei

n o -

B 1, n=k-N+ifirein k €Ny
0, sonst '

Beweis:

o (AW, ..., M) ist linear unabhéngig, denn:
Seien A, ..., Ay € R mit \AN) + ... + Ay = 0.



= Vne N: A + o+ AvhiY =0
Einsetzen von n € {1, ..., N} liefert:

N
0=> "X nP =,
1 ~~~
JLk=n
o,k #n
d.h. insgesamt \; = ... = Ay = 0.
o (AW .. M) ist Erzeugendensystem von Qy, d.h. Qn = Lin({rW, ..., h(M}),
denn:

»C“ Sel (ap)nen € Qn beliebig. Sei n € N beliebig, und k,i € Ny so dass
n=*k-N+imitie {1,...,N}. Dann gilt

ay, - hglk) = a; (an)nGZNEQN
~

(k=i

0,k #1
d.h. (an)nen = Zgzl axh®™ € Lin({h®, ..., AMY}),
,D% Klar, da {h),..,h™} C Qy und Qn UVR.

Qk-N4+i = Qn,

] =

k=1

Da (R, ..., h™)) Basis von Qy, ist dimg(Qy) = N.

Aufgabe P23 (Beweise mit Dimensionen von Vektorrdumen).

Sein € N, n > 2 und V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Seien U, W C V Untervek-
torraume.

(a) Es gelte dimg(U) = dimg(W) = n und dimg(U N W) = 1. Zeigen Sie: dimg (V) >
2n — 1.

Es gelte nun dimg (V) = n.

(b) Es gelte dimg (U) = n — 2. Zeigen Sie, dass es zwei Untervektorrdaume Uy, U von V' mit

dimg (Uy) = dimg (Us) =n — 1 gibt mit U = U; N Us.

(c) Zeigen Sie: Es gilt dimg (U +W) < dimgU + dimg W mit Gleichheit genau dann, wenn
Unw = {0}.

Losung:
(a) Sei (v1) eine Basis von U N W.
Basisgidnzungssatz = Es gibt Basis (vq, ..., v,) von U und Basis (vy, v}, ..., v),) von W.
Wir wollen zeigen: B = (vy, v, ..., Uy, V), ..., v},) ist linear unabhéngig. (Dann folgt mit
Austauschsatz = dimg (V) > 2n — 1).
Beweis: Seien o, Ao, ..., Ay, o, ..., f, € K mit
a1U1 4 AgUs + oo + AUy + o + oo+ v, = 0. (%)

= U1 + AUs + oo + AUy = — oV — .. — LUl
Rechte Seite ist in W, linke Seite in U = Beide Seiten in U N .
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(1) BaSiS:v>OH vnw Es glbt 61 € K mit a1V + )\21)2 + ...+ )\nvn = 511)1.

= (Oél — ﬁ1>1}1 4+ XUy + ... + A\v, =0

(Ul,...,vn):B>asiS von U ay — Bl _ 07 )\2 _ _ )\n -0
(*) = arvr + pavy + .+ pavy, =0

(v1,vh...,v},) Basis von W
ap = g = ... = i, = 0.
#alz)\gzz)\n:ug::un:O

(b) Sei (vy, ..., v,—2) eine Basis von U.
Basisergénzungssatz = Es gibt Basis (vy, ..., vp_2, Up_1,v,) von V.
Definiere Uy := Lin(vy, ..., vp_9, vy—1) und Us := Lin(vy, ..., Uy_2, Vp).
Wir zeigen: Uy N Us = Lin(vy, ..., v,—2) (¥).

(v1yeeesvn—2) Basis von U

(Dann folgt: Uy NUy = Lin(vy, ..., vy—2) = U).

Beweis von (*):

,2“ Offensichtlich gilt vy,...,v, 2 € U; (i = 1,2), d.h. {v,...,0, 2} C Uy NU; =
Lin(vl, ) Un,2> - LIH(U1 N UQ) U1,Uz UVR + Schngt UVR wieder UVR U1 N U2.

LC“ Seix € Uy NU,y

(v1, ..., Up_1) Basis von Uy und (vy, ..., v, 2, v,) Basis von Uy = Es gibt Ay, ..., Ay, fi1, ooy i €
K mit

r = )\11)1 + ...+ /\n_QUn_Q + /\n—lvn—l + 0- Un,
= Uv1+ .. F fp2oUp 2+ 0-vp_1 + HnUn,

Das heif3t, wir haben 2 verschiedene Darstellungen fiir z.
(v1,...,v,) linear unabhéngig = Darstellung von x mittels (vy, ..., v,) ist eindeutig.
= Up = 0, )\n—l =0=z=XNv1+..+ )\n_gvn_g, d.h. z € Lin(vl, ...,Un_g).

(c) e Beweis Ungleichung: Sei (b1, ..., b,) eine Basis von U, (b}, ..., V) eine Basis von W.
Dann gilt: (by, ..., b, b], ..., b)) ist Erzeugendensystem von U+W, denn (vgl. Losung
Aufgabe 19(a)):

IstveU+W,sogibtesu e U, we W mit v=u+ w.

wey Pt B U p it Ay A € K mit = Mby 4 ... + \b.
b},...,b,) Basis von W . .
wew et 2 Es gibt pi, ..., s € K mit u = by + ... + 0.

= v=u+w=MNb + ...+ Nb + ] + ... + usb. € Lin({by, ..., b, b}, ..., b.}).

Basisauswahlsatz
= d

Da (b, ..., b, b}, ..., b)) Erzeugendensystem von U+W
r+s=dimgU + dimgW.

e Zu zeigen: dimgU + dimgW = dimg (U + W) < UNW = {0}.

img (U+W) <

— ,<“ Falls UNW = {0}, so wurde bereits in Aufgabe 19(a) gesehen, dass
(b1, ..., by, b, .. U) sogar Basis ist.
= dimg(U+ W) =r+s=dimgU + dimgW.

— ,=*“ Wissen bereits: (by, ..., b, b, ..., b.) Erzeugendensystem von U + W.
dimg (U + W) = dimgU + dimgW = r + s = (by,..., b, b}, ..., V) Basis von
U+W.
= (b, ..., b, b, ..., b) linear unabhéngig.

Wir zeigen nun U N'W = {0}.



x ,, D% klar, da U N W UVR.

* ,C“ SeixeUNW.
(b1, ...,b.) Basis von U = Es gibt Ay,..., A\, € K mit x = A\by + ... + \b,..
(b}, ..., b.) Basis von W = Es gibt py, ..., pts € K mit x = i) + ... + usb..
= b+ .. pdb, == \b + ...+ b,

= ,ulb’l + ...+ /st; — )\1b1 — ... br)\r =0
bi,...,br, b, ..., b.) linear unabh.
(b B 03 B) M= =A== = 1 = 0

= lE:/\lbl—f-—f—)\rbT:O

Aufgabe P24 (Rechnen mit Matrizen).

Berechnen Sie die folgenden Produkte und Summen von Matrizen iiber dem Kérper R, sofern
sie definiert sind:

1 2 0 3 2 —4 3 2 —4 1 2 0
(a |1 -1 2)- (-1 -1 2 | ud|-1 -1 2 |-[1 -1 2
1 1 1 -2 -1 3 -2 -1 3 1 1 1
36 2 -8 2 -8\ (3 6
o (583 (5 7)- G0
2 2
) (11 =1)-({-1|und [-1)-(1 1 —1)
1 1
3 2 3 2
(d | -1 -2 (i _01) und (? 01) -1 -2
0 1 0 1
5 -3 2\
e) [15 -9 6
10 —6 4
Losung:
(a) Es gilt
1 2 0 3 2 —4
1 -1 2] -1 -1 2
1 1 1 -2 -1 3

1-3+2-(=1)+0-(-2) 1-242-(=1)+0-(-1) 1-(-4)4+2-2+0-3
=11-3+(-1)-(-1)+2-(=2) 1-2+(-1)-(=1)+2-(=1) 1-(-4)+(-1)-2+2-3
1-3+1-(-1)+1-(-2) 1-241-(-1)+1-(-1) 1-(=4)+1-2+1-3

I
oo
oo
— o o

Analog erhalten wir, dass

3 2 -4 1 2 0 1 00
-1 -1 2 |-{1 -1 2|=1010
-2 -1 3 1 1 1 0 01



3 6 2 -8\ (3:-246-(-1) 3-(-8)+6-4\ (0 0
(b) (2 4)'(—1 4)_(2-2+4( 1) 2-(-8)+4-4) ~ \0 o)
2 =8\ (3 6\ _ (2:3+(-8)-2 2:6+(-8)-4) _(—10 —20
-1 4 2 4) \ —-1-3+4-2 —1-6+4-4) \'5 10
Wir sehen, dass der Ring der Matrizen zusammen mit der Matrixmultiplikation im
Allgemeinen weder nullteilerfrei noch kommutativ ist.

2
() (11 =1)-[-1]=(1-241-(=1)+(-1)-1) = (0) und
1
2 2.1 2.1 2-(=1) 2 2 -2
-1]-11 -n)=(-1-1 -1-1 =1-(-1))={|-1 -1 1
1 1 1 ~1 1 1 -1
3 2 8 =3
(d) | -1 -2 G _01): 4 1
0 1 1 0
9 _1 3 2
Die Multiplikation (1 0 ) —1 —2 ] ist nicht definiert.
0 1
5 =3 2
(e) Definiere A= [ 15 —9 6 |. Dann gilt A% = 0, weswegen A% = 0 folgt.
10 —6 4

Dieses Blatt ist nicht abzugeben und wird in den Ubungsgruppen besprochen.

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/lal-ws2018/index.html
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