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5. Prasenzblatt

Aufgabe P17 (Lineare Unabhingigkeit in verschiedenen Vektorriumen).

Untersuchen Sie die folgenden Mengen von Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit im angege-
benen Vektorraum.

1 3 1
(@) [2],[0],[1] im Standard-Vektorraum F? iiber F.
3 1 0

(b) Die Abbildungen fi, ..., fy mit fi(x) = 2z, fo(z) = 3z + 2, f3(z) = 22, fi(z) = (z + 2)?
im R-Vektorraum RF.

(¢) v/3,v/5 im Q-Vektorraum R.
(d) (an)nen, (bn)nen und (cn)nen mit
ap, :=n-(n—1), b, =(n—1)-(n—2), Cpi=n-(n—2)
im R-Vektorraum RY.

Aufgabe P18 (Lineare Unabhingigkeit und Basen im R").
Es sei a € R. Gegeben seien Vektoren des R-Vektorraums R? durch

v = (14 a,2), vg = (1,2 + ).
(a) Ermitteln Sie, fiir welche o € R die Vektoren vy, v linear unabhéngig sind.
Gegeben seien nun Vektoren des R-Vektorraums R? durch
wy = (1,1,1), wy = (1,3,2), ws = (0,2,2), wy = (1,—-1,1).
Sei U; := Lin({wy, ws}) und Uy := Lin({ws, w4 }).

(b) Zeigen Sie, dass (wy, ws, w3) eine Basis des R? bildet, indem Sie die charakterisierenden
Eigenschaften (Erzeugendensystem und linear unabhéngig) nachrechnen.

(c¢) Bestimmen Sie eine Basis von U; N Us.

Aufgabe P19 (Beweise mit linearer Unabhéingigkeit und Basen).

Sei K ein Korper. Wir betrachten fiir n,m € N die Standardvektorrdume K™ mit Basis
By, = (b1, ..., b,) und K™ mit Basis By = (b}, ...,0,).

(a) Zeigen Sie, dass B := ((b1,0xm), ..., (bn, 0gm ), (Ogn, b)), ..., (Ogn, b)) eine Basis des Vek-
torraumes K™ bildet.

Sei nun K = R und V ein K-Vektorraum mit Basis (a1, aq, as).



(b) Wir definieren
bl =a; + as, bg =a + as, bg = 3@1 + 2@2 + as, b4 = ag + as.
Uberpriifen Sie, ob (b1, by, bs) oder (by, by, by) linear unabhingig sind.

Aufgabe P20 (Polynom-Funktionenraum).

Wir betrachten den R-Vektorraum R® der Abbildungen von R nach R (vgl. Blatt 4, Aufgabe
P16). Fir d € N sei

3
P:={peR¥a,...a3 €R:Vx €R:p(a) = Y ar-a*}
k=0

der Untervektorraum der Polynome vom Grad hochstens 3.
(a) Seien p; € R¥ (i =0, ...,3) mit

po(z) =1, pi(z) =2z, polx):=2° p3(z):=x

3
Zeigen Sie, dass B := (po, p1, p2, p3) eine Basis von P bildet.
(b) Seien h; € RR (i =0,...,3) mit
ho(z) =1, hi(z):=x, ho(x):=x-(x—1), hs(x)=x-(x—1)(z—2)
Zeigen Sie, dass auch B’ := (hq, hq, hs, h3) eine Basis von P bildet.

(¢) Gesucht seien Polynom p € P mit p(0) = 0, p(1) = 1, p(2) = 1 und p(3) = 6. Finden
Sie eine Darstellung von p als Linearkombination der Elemente von B’. Warum ist die
Basis B’ der Basis B fiir diese Aufgabe vorzuziehen?

Dieses Blatt ist nicht abzugeben und wird in den Ubungsgruppen besprochen.
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