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11. Abgabeblatt — Losungen

Aufgabe 41 | Aufgabe 42 | Aufgabe 43 | Aufgabe 44 || Summe:

Ubungsgruppe: Tutor(in):

Namen:

Aufgabe 41 (Darstellungsmatrizen fiir Abbildungen zwischen Polynomriumen, 4
=14 0.54+ 14+ 14 0.5 Punkte).

Fiir D € N betrachten wir den Vektorraum der Polynome
D
Pp={p:R—=R|Fag,...,ap e R:Vz € R: p(z) = Zakxk}
k=0

iber R. Seien p;,¢; : R — R (i =0, ..., D) definiert durch
pi(x) = 2°, gi(x) = (x 4+ 1)".
Dann sind Bp = (po, -..,pp) und Bj = (qo, ..., qp) Basen von Pp.

(a) Geben Sie die Abbildungen ®p, und @Bi an.
Hinweis: Bei @;g soll also @B;(p) fiir alle p € Py mit p(x) = ag + a1x + asx® angegeben
werden.

(b) Sei w € P, gegeben durch w(x) = 1+ x + 2%, Geben Sie die Koordinaten von w bzgl.
Bl an.

Im Folgenden betrachten wir die linearen Abbildungen
) 2 p(=1) .
P —=R p— ) g: P — Pyprr [z px+1)]

p(1)
(c) Berechnen Sie M(gie?)(f) und Mg; (9).

(d) Ermitteln Sie Kern(f) und dimgKern(f) unter Verwendung von M (f ? ey () und Aufgabe
P44.

(e) Zeigen Sie mittels Aufgabe P44, dass g bijektiv ist.

Losung:



(a) (i) Wir bestimmen ®p,:
Qp; - R* = P, A1 ] = Aogo + Aiqr + A2go

(ii) Wir bestimmen (131_3;:
Seip € Po. = Jap,a1,a0 ER: x € R:p(x) = ag + a1x + axx®.
Suche ()\0, )\1, )\Z)t S Rg mit

Aodo + AMq1 + Xz = Py (Ao, Ar, A2)") =p,

Dies ist aquivalent zu: Vx € R:

[)\0+)\1+)\2]+[)\1+2)\2]Z'+)\25E2 = )\0+>\1(l‘+1>+>\2(l'+1)2 ; p(SE) = a0+a1x+a2x2.
Da (po, p1,p2) eine Basis ist, ist die dquivalent zu:

a = X + M+ A
a, = )\1 + 2)\2
as = )\2

Daher 16sen wir folgendes LGS:

1 11 ao 1 0 —1 ag — ap
01 2 aq st 01 2 a
0 0 1]|ae 00 1 a9
—273+72—72,Z3+Z1—-71 1 0 0 G — M + a2
~5 010 a; — 2&2
0 0 1 a9

Daher:
agp — ai + as
q)éél : Py — R’ p=agpo+ a1p1 + azps — a; — 2as
az

(b) Esgilt w=1-pg+1-p;+1-py, also ag =1,a; =1 und ay = 2. Daher erhalten wir

w (111 1

_ a

@é@oz 1-2 | =1-1
1 1

(c) Es gilt:
| | |
ME () = | ey (T (0) P oy (1)) P ey (F(22)
| | |

Berechnung von f(p;) und Darstellung in der Basis (ej, €3):

f(p0> = (



— M2, (f) = G _11 1)
Es gilt:
| | |
M2 (g) = | @5, (9(m0)) Ppy(9(p1)) Dy (9(p2))
| | |

Berechnung von ¢g(p;) und Darstellung in der Basis B = (qo, q1, ¢2):

J(z) = 1=q(r) = 9(po) = q;
(9(p))(x) = 2+1=q@) = g(p) = q,
Jz) = (z+1)* = qr) = g(p2) = @2

(d) Aufgabe P44(a):

Kern(f) = CDBQ(Kel"H(Mgf,eQ)(f)))- (*)

Zu bestimmen ist also Kern(M(l:ieQ)(f)) = Lés(M(lgf’ez)(f), 0).
Wir bringen zunéchst die Matrix M (B 2 _\(f) in strenge Zeilenstufenform:
e1,e2)
B —Z14+22—72 1 -1 1
Mt ex)(F) ~ <o 2 0)
(1/2) 22— 22,22+ 21— 21) 1 01 /B ,
~ <o 1 o) = M} ey (f)

Die Position der Pivotelemente ist gegeben iiber (ji,j2) = (1,2). Sei B die Matrix,
welche durch Streichen der Spalten ji,j, von MP? (f)" hervorgeht. Eine Basis von

(81762)
Lés(M(ffm)(f), 0) ist dann gegeben durch w € R3, wobei

() (2)-(2) -

w3:61:<1)€R.

und

— Los(MP,_(f),0) = Lin((zlf)) — Lin(w)
_—

Kern(f) 2 ®p, (Lin(w)) = Lin(®p, (w)) = Lin(—po + p2).

= dimgKern(f) =1

(e) Aufgabe P44(d) liefert:

dimgKern(f) = dimRKern(MgéQ (9)) = dimRLés(MB]i2 (9),0) =3 — lziaung(J\/‘l']]%2 (9)) =0.

(Offensichtlich ist Mg; (g) bereits in ZSF.) = ¢ ist injektiv
dimg(P,) = dimg(FP,) = g ist Isomorphismus (also bijektiv, Korollar 9.16).
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Aufgabe 42 (Darstellungsmatrizen in R?, 4 = 1 + 2 + 1 Punkte).
Wir fassen R? als R-Vektorraum auf. Gegeben sei die lineare Abbildung

1 —T2 + X3
f:]R3—>R3, r= x| — | —3x1 — 229+ 323 |,
T3 —2x1 — 2x9 + 323

und die Vektoren v; = (1 0 1)t,vg = (O 1 l)t, v3 = (1 3 Q)t. Dann bildet B =
(v1,v9,v3) eine Basis des R3.

(a) Sei w = (—1 1 1)t. Berechnen Sie die Koordinaten von w bzgl. B, d.h. geben Sie
5 (w) an.

(b) Bestimmen Sie M %) (f), ME(f) und Mgl’@’e?’)(idRs).

(e1,e2,€3)
Hinweis: Es gilt e; = %vl — %vz + %’Ug und ey = —%vl — %Ug + %Ug.

(¢) Berechnen Sie f(w) einmal direkt und einmal mittels f = &5 o ME(f) o 5.

Loésung:

(a) Wir suchen Aj, A2, A\3 € R mit

w ; )\1’01 + )\2112 + )\31)3.

Dies ist dquivalent zu

1 01 A1 -1
01 3 |l=1]1
11 2] \s 1

= A= b=

Zur Losung des LGS bringen wir A|b auf strenge Zeilenstufenform:

10 1]-1 10 1]-1
Ab=01 3|1 RS 01 3|1
11 2|1 01 1|2
Z24+73—73,(—1/2)23—Z3 10 1)1
AHES BB 01 3|1
001 -1
3)Z3+22—272,-Z3+7Z1—27Z1 100_%
(COZI BT 0102
001 -1
—
_1
2
.. o 5
Los(A,b) = 2,
—32
—1
:>w:<%>:—§v1+2v2 5Us3



0 -1 1

(b) (i) Offensichtlich ist f = Amit A= [ =3 —2 3
-2 -2 3
Laut Vorlesung gilt direkt:
0 -1 1
M) =A=| -3 -2 3
-2 -2 3

(ii) Es gilt:
| | |
Mg (f) = CI>B1(J|“(U1)) q)Bl({(U?)) @Bl({(vs))

Bestimmung von f(v;) und Darstellung in Basis B:

f(Ul) = (%1 = 1'1}1+O'U2+0'U3
flog) = vy = 0-v1+1-v3+0-v3
flog) = —v3 = 0-v;4+0-v9—1-v3
Daher:
1 0 0
ME(fy=10 1 0
0 0 —1

(iii) Es gilt (mit g := idgs):
Mg (g) = | @5 (g(er) Ppt(gles)) @5 (gles))

Hier ist (laut Hinweis):

1 3 1

gler) = e = JUL 52 + 2 (%)
1 1 1
gles) = eg = —5U 5t + JUs (xx)

Wir benotigen noch eine Darstellung
9(63) = €3 = )\11)1 + /\21}2 + )\31)3

mit A1, Ao, A3 € R. Dies ist dquivalent zum LGS

1010 1010

01 30 I asd 01 3]0

11 2]1 01 1|1

Z24+723—73,(—-1/2)Z23—7Z3 1010

A BB RE 01 3]0

00 1|—3

) Z3+22—722,—Z3+Z1—Z1 100%
(_)+—>/\/>7—+—> 01()% ’

001 -1




d.h.

(es) = es = gur+ 32— v (54 )
— - Zug — = * % %
g\es €3 2111 202 203
Ablesen aus (*),(**),(***):
L1 1
M(elre2’e3) . _2§ _i %
B (9) = 2 T2 2
1 L1
2 2 2
(¢) (i) Berechne f(w) direkt:
—-1+1 0
flw)=[3-2+3] =4
2—-2+4+3 3

(ii) Berechne f(w) mittels angegebener Formel:

fw) = (250 ME(f) 0 ®5')(w) = (<I>BoM§(f))(( 3 >) = <I>B(M§(f)< 3 ))

1
T2 1 5 1 0
:(I)B(< 3 )):——U1+—U2+—U3: <4>
1 2 2 2 3

Aufgabe 43 (Darstellungsmatrizen im Matrizenraum, 4 = 0.5 + 1 + 1 + 1.5
Punkte).

Wir definieren die lineare Abbildung
fiM@2x2,R) = M(2x2,R), X > %(X — X

zwischen den R-Vektorrdumen M (2 x 2, R). Weiter seien
M= (§8), My=(%¢), Ms:=(}

), My:=(59)

O

Dann bildet B = (My, My, M3, M) eine Basis von M (2 x 2, R).

a) Geben Sie die Koordinaten von M = (11) bzgl. B an.

(a)

(b) Berechnen Sie ME(f).

(c) Berechnen Sie f(M) einmal direkt und einmal unter Verwendung von ME(f).
(d) Berechnen Sie Kern(f) und Bild(f) mit Hilfe von ME(f) und P44.

Losung:

(a) Wir suchen Ay, ..., \y € R, sodass

11 ! A A2+ A
(1 1) = M = Dp((Ary Aoy Az Aa)!) = A Mo+ Ao Mot A M+ Ay My = (_)\2 —1|- s 2)\4 3)

Die vier Komponenten liefern das LGS

1 0 0 0|1 1 0 0 0|1
0O 1 1 011 Z2+ZS—>Z3,(1/2)?\{:—>Z3,—Z3+Z2—>Z2 01 000
0 -1 1 0|1 0 01 01
0 0 0 1|1 0 00 1|1



Bemerkung: Hier hdtten wir die Koordinaten aufgrund der einfachen Gestalt von M auch
direkt angegeben kénnen.
)
0
1
1
| | |

|
Mg(f) = | @5 (M) @5/ (M) @5 (M) 5 (M)
| | | |
Wir bestimmen f(M;) und stellen diese in der Basis B = (M, My, M, M) dar:

— ag0n) = (

(b) Es gilt:

FOR) = 506 =) = (38 - (1) =0
f(Ms) = %((_01(1))—([1)1))2(_1(1)):M220~M1—|—1~M2—|—0-M3+0~M4
FOM) = S((38) (180 =0
ML) = S((85) ~(39)) =0
St

(c) (i) Wir berechnen f(M) direkt:

(ii) Wir berechnen f(M) mittels f = &5 o ME(f) o d5":

1) = (@m0 MF) 0500 2 (@m0 MFDN(})
— s (1)) = oa(§)) -0

(d) (i) Aufgabe P44 (a) liefert:

Kern(f) = ®p(Kern(ME(f)) = ®p(Los(ME(f),0)).

Es ist also Los(ME(f),0) zu bestimmen. Es gilt:

mpy— (3238) o (0008
Mg(f) = 0000 ) ™~ Vo000 | =
0000 0000

Die Position der Pivotelemente ist gegeben iiber j; = 2. Sei F' die Matrix, welche
durch Steichen der Spalte j; und aller Nullzeilen von Z hervorgeht, d.h.

F=1(o000)

Eine Basis von Los(M5(f),0) ist dann gegeben durch (wy, ws, ws), wobei
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e (wyj,) = w2 = 1. Spalte von —F und (w1, w3, wi4) = e; € R3,
o (wsj,) = woe = 1. Spalte von —F und (way, waz, way) = €2 € R3,
(

o (ws3j,) = w3z = 1. Spalte von —F und (ws;, w33, w3s) = e3 € R>.
= Los(ME(f),0) = Lin((%), (g), (%)) = Lin(wy, we, w3).
Es folgt:
Kern(f) = ®p(Lin(wy, wy, w3)) = Lin(®p(w;), Pp(ws), ®p(ws)) = Lin(M;, M3, My).

— dimgKern(f) =3
(a) Aufgabe P44 (b) liefert:

—_~—

Bild(f) = ©5(Bild(ME(f)))-

Es gilt:
Bild(ME(f)) = ME(f)(R") = Spaltenraum(Mg (f))
0\ /0\ /0\ /0
ol [1] [o] [o
=LinCl ool o] |o]
o/ \o/ \o/ \o
0
~tin((}))
0
Es folgt:

Bild() = ®a(Bi((7) = 0a(in(( |} ))) = Lintea((§ ))) = Lin(hs),
— dimg(Bild(f)) = 1

Aufgabe 44 (Rechnen mit Darstellungsmatrizen, 4 = 0.5 + 1.5 + 1 + 1 Punkte).

Seien U, V,W Vektorrdume iiber einem Kérper K und f : V. — W, g : U — V lineare
Abbildungen. Seien A = (uy,...,u,), B = (vy,...,v5), C = (wy,...,w;) Basen von U, V,W.
Zeigen Sie:

(a) ME(idv) = E..

(b) M&(f o g) = ME(S) - Mi5(g)-

(¢) Falls f ein Isomorphismus ist (und daher s = t), gilt M§(f~) = (ME(f))L.
Es sei nun V =W und B = (vy,vy). f sei gegeben mittels ME(f) = (13).

(d) Schreiben Sie f(v; 4+ v2) als Linearkombinationen von vy, vs.

Losung:

Wir nutzen jeweils die definierende Eigenschaft der Koordinatenmatrizen, um die Aussagen
Zu zeigen.

(a) Sei j € {1,...,s}. Dann gilt:

idy (v;) = vy = 37 (Es)ijvie



(b) Sei j € {1,...,7}. Dann gilt:

s

(fog)u) = flalw)) = f(Q_(Mz(g)v:)

=1
s

P ST (A (9))y )

= =S (ME () ki
t s

=[S MM ) |

k=1 =1

Es folgt (Def. Matrixmultiplikation):

(ME(f 0 )i = Y (ME)i(MB(@)ss = (ME(F) - M7} ()i
(c) Wegen f~lo f=idy gilt:
B, @ ME(idy) = ME(f™ o £) @ ME(F7Y) - ME(S)

Da M§(f1), ME(f) € K***, folgt mit Satz 11.8 (dieser besagt, dass bei Matrizen ein
linksinverses Element bereits ein inverses Element ist) die Behauptung.

1
U1+ U2 = CDB(<1>)'
Es gilt fo®p =®po ME(f), damit folgt:

(d) Esist

o) = fen((1)) = s (30 1)))

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spéatestens Donnerstag, den 17. Januar 2019, 09:15 Uhr.
(Die Zettelkésten fiir das Abgabeblatt sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/lal-ws2018/index.html
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11. Prasenzblatt — Losungen

Aufgabe P41 (Darstellungsmatrix fiir Abbildungen zwischen Polynomriumen).

Fir D € N betrachten wir den Vektorraum der Polynome
D
Pp={p:R — R|Jag,...,ap e R:Vz € R: p(x) = Zakxk}
k=0

iiber R. Fiir i = 0,..., D sei p; € Pp mit p;(z) := x'. Es ist bekannt, dass Bp = (py, ..., pp)
eine Basis von Pp bildet. Gegeben seien die beiden linearen Abbildungen

f:Ps—= Py, pe e (x+1)-p'(x) —3p(a)],
g:Po—= P, p—lzep)-(x+1)—plx+1)- .

(a) Geben Sie ®p, und 3! an.

(b) Sei p € Ps definiert durch p(x) = 22® — 3z + 2. Geben Sie die Koordinaten von p bzgl.
Bj an, d.h. bestimmen Sie ®3!(p).

(c) Bestimmen Sie Mg;(f) und Mg; (9).

—_—

(d) Berechnen Sie f(p) einmal direkt und einmal mittels f = &5, 0 M 523 (f) o @ph.
(e) Berechnen Sie dimgKern(f) und Kern(f) mittels Aufgabe P44.
(f) Berechnen Sie dimgBild(g) und Bild(g) mittels Aufgabe P44.

Losung:

(a) (i) Wir bestimmen ®p:
Es gilt ®p,(e;) = p;—y fiir i = 1,2, 3,4. Daher

Qo

a
Op, : R* — P;, a; = appo + a1p1 + axP2 + azps

as

(ii) Wir bestimmen ®5':
Es gilt @;;(pi,l) =¢; fiir i = 1,2, 3,4. Daher

Qo
B a
<I>B; : Py — R p=agpo + a1p1 + asps + azps a;

a3



(b) Mit Teilaufgabe (a) erhalten wir

-3
0
2

5l (p) = 5 (2p0 — 3p1 + Opg + 2p3) =

(¢) (i) In den Spalten der Koordinatenmatrix stehen die Koordinaten bzgl. B, der Bilder
der Basis B3 unter f, d.h.

| | | |
Mg} (f) = (%ﬁ(f(m)) @Ei({(m)) @Ei({(pz)) %i(f(ps)))

Wir bestimmen die Bilder der Basis (po, p1, p2, p3) unter f und stellen sie mit Hilfe
der Basis By dar. Es gilt

(fpo)(x) = (@+1)-0-3-1 = =3 =  —3py(a),
Fe)@) = (@+D)-3c = 241 = pola) —2pi(a),
(Fo)e) = (40232 = 2120 = 2pi(x) — pala)
Fo) = (s 08235 — 827 = o)

= f(po) = —=3po, [f(p) =po—2p1, [f(p2) =2p1 —p2, f(p3) =2p2

-3 1 0 0
— Mp(f)=[0 -2 2 0
0 0 —-13

(ii) Es gilt:
| | |
ME2(g) = (%i(g(po)) ®p (i](pl)) <I>B§(9(pz))) :
)

Wir bestimmen die Bilder der Basis (pg, p1, p2) unter g und stellen sie mit Hilfe der
Basis B, dar:

(gpo))(@) = 1-(@+1)—1l-2 = 1 = po(z)
(gp))(z) = z(z+1)—(z+1)x = 0
(gp)) (@) = 2*(@+1)—(@+1)% = —2?—2 = —pi(2) - pa()

= g(po) =po, 9(p1) =0, g(p2) =—p1—p2
10 0
— Mp*(g)=(0 0 -1].

(d) (i) Wir berechnen f(p) direkt:

(f()(z) = (z + 1)(62® — 3) — 3(22® — 3z + 2) = —9 + 62 + 62
= —9po(x) + 6p1 () + 6pa ()

= f(p) = —9po + 6p1 + 6po



(ii) Wir berechnen f(p) mittels der gegebenen Formel: Es gilt

2
, . , —3
F(p) = (5, 0 M3 (f) 0 @) (25 — 3p1 + 2po) = (D, 0 M3 (N)(| 7 |)
2
3 1 0 0 _23 ~9
=Pl 0 =2 2 0] [ T =@u({ 6 |)=—9p+G6pi+ 6pz.
00 -13/|, 6

(e) Mit Aufgabe P44(a) gilt:

Kern(f) = ®p, (Kern(Mg3(f))) = g, (Los(Mp; (f),0)).

Es ist also Los(M gj (f),0) zu bestimmen. Wir bringen zunéchst die Matrix M gj (f) in
strenge Zeilenstufenform:

1 -1 0 0
_ _ _ 3
MBS(f) (~1/3) 21 21,(~1/2) 2222, 7373 0 1 -1 o
Bs
00 1 -3
10 —-% 0
(1/3)22+ 21— 21,(~1/2) 22— 22,— Z3—Z3
Y 01 -1 0
00 1 -3
734+722—72,(-1/2)Z22—22,(1/3)Z3+Z1—2Z1 100 -1
PORBEARZRBADIISI gy g 3] = 7
001 -3

Die Position der Pivotelemente ist gegeben iiber (ji,j2,7j3) = (1,2,3). Sei F' die Ma-
trix, welche durch Streichen der Spalten ji,7j2,j3 von Z hervorgeht. Eine Basis von
Los(ME2(f),0) ist dann gegeben durch w € R*, wobei

W, w1 1
wj, | = w2 | =—F=|{3
Wi, w3 3

und

= Los(ME2(f),0) = Lin(

—_ W W

= Kemn(f) = ®p, (Los(Mg}(f),0)) = ®p, (Lin(w)) = Lin(®p,(w)) = Lin(po + 3p1 + 3pz + ps).

— dimgKern(f) =1

(f) Wir nutzen Aufgabe P44 (b) aus: Bild(g) = ®p,(Bild(M;2(g)).

Es gilt:
Blld(MB2 Mg;( = Spaltenrabum(]WB2 (9))
1 O 0 1 0
=Lin(|{0],{0]),[—-1])=Lin({O],[-1])
0 0 —1 0 —1



Dabher:
0 0

1 1
Bild(g) = ®p,(Bild(Mp2(9)) = @p,(Lin(| 0 | , [ =1 ])) = Lin(®p,({ 0 ]), ®5,({ =1 ]))
0 -1 0 -1

= Lin(po, —p1 — p2)-
= dimg(Bild(g)) = 2

Aufgabe P42 (Darstellungsmatrizen in R?).
Wir betrachten die lineare Abbildung

31
.2 2 )
f:R —>R,mr—>(1 3) x

zwischen den R-Vektorrdumen R2. Gegeben seien weiter die beiden Vektoren

w= (1) e ().

sodass B = (v, v9) eine Basis des R? bildet.

(a) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von v = (;) bzgl. der Basis B, d.h. berechnen
Sie @5 (v).
(b) Berechnen Sie M) (f) und ME(f).

(e1,e2)
(c) Bestimmen Sie f(v) einmal direkt und einmal mittels f = ®5 o ME(f) o ®5".
(d) Veranschaulichen Sie die zweite Rechnung aus (d) in einem (normalen) Koordinatensy-
stem und interpretieren Sie die Abbildung f.

Losung:
(a) Gesucht sind Aj, Ay € R mit

1
( ) =0 = P p((A1, /\2)t) = MUy + v

A= A= b=

Dies ist aquivalent zum LGS

Zur Losung des LGS bringen wir A|b auf strenge Zeilenstufenform:

Alb — -1 1|1 Z1422-22,(1/2) 22— Z2 -1 1
P={ 1 12 ~ 0 1

1
3
2

— 22421521, 2121 1 0 %
0 13
1
s ={(D)
2
1 1 3
— v = 9 = 5U1 + 502
1
— 0= (1)
2



(b) (i) Esgilt f = A mit A = (3 1). Vorlesung liefert:

1 3
(e1,e2) . (31
My epy (f) = A= (1 3)
(ii) Es gilt:
| |

Mg (f) = %1(]"(01)) %1({(@2))

Wir bestimmen also f(v;) und stellen diese wieder in der Basis B = (vq,vy) dar:

= () - ()2 ()0 () omvos
e = ()0 = (0 ()or (mmees

Der allgemeine Ansatz zum Finden der Darstellung in vy, vy wdire hier jeweils das
Losen eines LGS gewesen:

() G- G e ()= )

Da hier die Lisungen aber einfach zu sehen waren, ist die Lisung eines LGS nicht

notwendig.
Es folgt
2 0
g = (5 9)

(¢) (i) Wir bestimmen f(v) direkt:

=1 3) ()= ()

(ii) Wir bestimmen f(v) mittels der gegebenen Formel:

F(v) = (50 ME(f) 0 @) (v) = (@5 0 ME(f))((

:1-U1+6.U2:(?)

(d) In folgender Graphik sind vy, v und v, f(v) eingetragen:

) = @p(ME(f)
) (

D | N [ —
~_
Il
KA
o
VR

N LN [



Durch f wird also die v;—Koordinate des Vektors v verdoppelt und die vs—Koordinate
vervierfacht. In diesem Sinne ist f also nur eine Streckung in beide Koordinatenrichtungen
im Koordinatensystem B = (vy, vs).

Aufgabe P43 (Darstellungsmatrizen fiir Abbildungen zwischen Matrizenridumen).
Sei A= (2%) € M(2x 2,R). Wir definieren die Abbildung

FiM©Ex2,R) x M(2x2,R) = M(2x2,R), X = AX — XA
zwischen den R-Vektorrdumen M (2 x 2, R). Weiter seien
M= (§9), My:=(94), Ms:=(5%), Mi:=(")

Dann bildet B = (My, My, M3, My) eine Basis von M (2 x 2,R). Weiter bezeichne E =
(Eh1, Erg, Eoy, E9y) die Standardbasis von M (2 x 2, R).

(a) Geben Sie die Koordinaten von M = (11) bzgl. B an sowie die Matrix M’, welche durch
die Koordinaten (1,2,1,2)" bzgl. B beschrieben wird.

(b) Berechnen Sie ME(f), ME(f) und ME(f).
(c) Berechnen Sie f(M) einmal direkt und einmal unter Verwendung von MZ(f).
(d) Es sei nun A = (21). Berechnen Sie Kern(f) und Bild(f) mit Hilfe von ME(f).

Losung:

(a) Wir suchen A, ..., \y € R, sodass

A1
L N Y _ (Mt et
(1 1>—M—<I>B< N\ )—A1M1+)‘2M2+A3M3+/\4M4_<)\2—>\4 Al—Ag)'
A



Vergleich der Eintrage in der Matrix liefert 4 Gleichungen:

1 = N + A3
1 = Ay + + A
1 = Ao — M\
1 - )\1 - )\3
Wir 16sen das LGS und erhalten
1 0 1 0|1 1 0 1 0|1
01 0 1 |1 ~Z14 7474 01 0 1|1
01 0 -—-1]1 01 0 -1]1
1 0 -1 0|1 00 -2 010
1 0 1 0|1
~ 7247373 01 0 1|1
00 0 =20
00 -2 010
1 01 0|1
(—1/2)Z3—>Z3,(—/1\i2)Z4—>Z4,Z3<—>Z4 01 0 1|1
001 0/0
00010
1 00 01
—Z3+ 21571~ 74+ 7272 01 0 01
00100
00010

— M=M+Ms+My=1-My+1-My+0-M;+0-M,

Bemerkung: Hier hdtten wir die Koordinaten aufgrund der einfachen Gestalt von M
auch direkt angeben kdonnen.

—> Die Koordinaten von M sind bzgl. der Basis B gegeben iiber

oy n) = ( §)

)):1'M1+2-Mz+1-M3+2-M3=<%6‘>

Ferner gilt

D= DN

(b) (i) Esgilt

o
| | | |

Mg (f) = | 5 (f(M)) ‘Pél(f’(Mz)) @él(f’(Ms)) @él(f’(MO)

|
Wir berechnen also f(M;) und stellen das Ergebnis in der Basis B = (M, My, M3, M)

dar:
f(My) = A(§Y) —A(g)=A-A=0,
FMy) = A(99)—AQs) =(§e)—(5§) = (25 ¢00) = (b— )Mz + (a— d)M,
fM) = A(GL) —AG L) =(020) — (% 2) =(5.3")
— (=B (33) +e (88) = (c—b)Mat (—b— )M,
Snafaf

fMy) = A% 8) — AL ) = (Zhe)— (%) = (Zhead)



Es folgt:

0 0 0 0
5 0 0  (c=b) 0
= Ms(N== g -0y 0 (<b=0)
0 (a—d) (=b—c¢) (a—d)
(ii) Wie zuvor:
f(En) = A(58) —A(8) = (07) = (=b)Era + cEa,
(Bi2) = A(§5)—AGs) = () = (=c)Bin + (a— d)Erz + cEx
f(Ea) = A8 — A0S = (L) = bEn + (d — a) gy + (—b) B,
f(En) = A(§9)—A§Y) = (508) =bEi2 + (—c)Exn.

Einsetzen in die Definition von ME(f):

(i) Wie zuvor:

(My) = 0,

FMy) = (§e)—(58) = (a=62)) = (b= B+ (a—d)Erz + (d — a) B + (c — b) Bz
f(Ms) = (2 72)=—2bE\5+ 2cEy
f(My) = (Zheod)y=(=b—c)Ey + (a — d)E12 + (—d — a)Eay + (¢ + b) Eas.
Einsetzen in die Definition von MEZ(f):

0 (b=c¢c) 0 (=b—2c)

B/ |0 (a—d) —=2b (a—d)
Me(D =10 (d—a) 26 (~d—a)
0 (c—=b) 0 (c+b)

(¢) (i) Wir berechnen f(M) direkt:

F(M) = A(11) - (DA = (datfe) — (Giesta) = (a0 e9)

(ii) Wir berechnen f(M) mittels f = ®5 o ME(f) o &5

1) = (B0 SE(P) 0 05)(01) © (@ o 3T
— o5 § ) = (o]

)

)) (b= )My + (a— )My = (b5 o)

OO

(d) Wir berechnen den Kern und das Bild von f anhand der Koordinatenmatrix Mg (f).
(i) Aufgabe P44 (a) liefert:

Kern(f) = ®p(Kern(ME(f)) = ®p(Los(Mg(f),0)).

8



Es ist also Los(ME(f),0) zu bestimmen. Wir bringen die Matrix MEZ(f) in strenge
Zeilenstufenform:

10 —-1-1
Z1+Z2— 72 01 =10
~ 0-11 0
01 —-10
10-1-1
72473723, — 72+ 7474 01-10 \ _.
~ 000 0 |~
000 0

Die Position der Pivotelemente ist gegeben iiber (ji, j2) = (1,2). Sei F' die Matrix,
welche durch Streichen der Spalte jq, j» und aller Nullzeilen von Z hervorgeht, d.h.

F=(25)
Eine Basis von Los(ME(f),0) ist dann gegeben durch (w1, wy), wobei

o (wyj,,wrj,) = (w11, wra) = 1. Spalte von —F und (wy3,wy4) = e; € R?,

o (wa),,Waj,) = (war,waz) = 1. Spalte von —F und (w3, way) = eg € R?,
1

), (8)) = Lin(wy, wy)
1

Kern(f) = ®p(Los(ME (f),0)) = @p(Lin(wy, wz))
= Lln (I) (’lUl), @E(’U}Q)) = Lin(EH + E12 + E217 Ell + EQQ)

v
()10

— dimgKern(f) =2
(ii) Bestimme Bild(f):

Wir nutzen Aufgabe P44 (b) aus: Bild(f) = ®5(Bild(ME(f))).
Es gilt:

— Los(ME(f),0) = Lin((
Es folgt:

O

P e g

Bild(ME(f)) = ME(f)(R*) = Spaltenraum(MZ (f

-u()-(1)-(3)- () Lm< )-(1)

Damit erhalten wir

Bild(f) = ®p(Bild(ME(f)) = ®5(Lin( ( —21 ) , (_{ ) )

0 1
= Lin(‘bE((_f)), (I)E(( 5 ))) = Lin(Ey — Eig, E1g + E9 — Evy)
0 1

(0 -1\ (-1 1
:Lm(<1 o)’(o 1

— dimg (Bild(f)) = 2

).

N———

Aufgabe P44 (Darstellungsmatrizen als Hilfsmittel zur Bestimmung von Kern
und Bild linearer Abbildungen).

Seien V, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Sei B eine Basis von V und C' eine Basis von
W.Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:

9



(a) Kern(f) = ®p(Kern(ME(1)),
(b) Bild(f) = Se(Bild(ME(f))).

—~——

(c) dimgKern(f) = dimgKern(ME(f))).

(d) dimgBild(f) = dimgBild(MZ(f))).

Losung:
Laut Vorlesung gilt die Gleichheit f = ®c o ME(f) o ®3'.

(a) Es gilt:
v € Kern(f)
— f(v) = =0

= Bo(ME)(®F' (1)) =

"L ME() (@5 (1) = 0
— O ( ) € Kern(Mg(f))
& € dp(Kern(ME(f))).

(*) gilt nur, da ®p bijektiv ist. Wir zeigen (mit einfacherer Notation, ¢ : X — Y
bijektiv, A C X): g7 (y) € A <y € g(A))
=g (y) € A= Esgibt x € Amit g7 (y) =2 = y = g(g7'(y)) = g(z) € g(A).

Sty € g(A) = Bs gibt € Amit y = g(2) = g7 () = g7 (9(x) "= 2 € A
(b) Es gilt:

w € Bild(f)
= we f(V)

= w e dc(ME(F)(@5(V)))
PRIy € B (ME())(K™)
— we (I)c(Bﬂd(MB( ))-

(¢) Man braucht nur eine Begriindung, warum der Isomorphimus ® bei der Dimensions-
berechnung weggelassen werden kann.

Schreibe kurz A := Kern(MZ(f)). Betrachte die Einschrinkung ®pls : A — $p(A).

® p Isomorphismus = ®p|, ist linear und injektiv. =

) Dim.-Formel lin. Abb.

dlqu)B(A) = dlmKB11d<(I)B’A dlmK<A)—dlmK Kern(CIDB\A) = dlmK(A)
N———

Pp|a injektiv

{0}
Mit (a) folgt:
dimg (Kern(f)) < dimg(®5(A)) = dimz (A).

(d) Analog zu (c).

Dieses Blatt ist nicht abzugeben und wird in den Ubungsgruppen besprochen.

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/lal-ws2018/index.html
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