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Aufgabe 25 (Dimension von Matrizenriumen, 4 = 1 + 1 + 1.5 4+ 0.5 Punkte).
Es sei K ein Korper mit 2 :=1+1# 0 und V = M(n x n, K) der Vektorraum der n X n—
Matrizen iiber K. Wir definieren die Mengen

U={A=(a;;) eV|A'=A} und W:={A=(a;)eV| A" =-A}
der symmetrischen und schiefsymmetrischen n x n—Matrizen.

(a) Zeigen Sie, dass U ein Untervektorraum von V ist.
Bemerkung: Auch W ist ein Untervektorraum von V'; der Beweis ist analog dem von U.

(b) Zeigen Sie, dass V =U + W und UNW = {0}.
Hinweis: Gegeben eine Matriz M € V', welche Figenschaft hat S := %(M + M) ?

(c) Bestimmen Sie eine Basis von U und geben Sie dimg (U) an.

(d) Berechnen Sie dimg (W) mittels Aufgabe P23(c).

Losung:

Es bezeichne 0 die Nullmatrix.

(a) A Zeige: U ist UVR. Seien A,Be€ U, A € K.
e U#(,denn: 0! =0=0€U.
e A+B)t=At+B " Ay B= A+BeU
e MY =X M= A+ BeU
A Zeige (nicht verlangt!): W ist UVR. Seien A, B € W, X € K.
e W #0, denn: 0 =0=0€eW.
e (A+B)t=A+B " E" _A4(-B)=—(A+B)=>A+BeW
o MA)Y =22 N —A) = A= M eW



(b)

o V=U+W,denn (,D¢ist klar, zeige ,C“):

Sei M € M(n x n, K) beliebig.
Wiihle S = (M + M') und A = (M — M").
Dann gilt:
- S+ A=IM+ M '+ IM - M =M.
=St = M+ M) = (M o+ M) = (M (MY)) = 5(M! + M) = S, dh.
SeU.
- A= (§(M ~ MY = KM~ MYy =
MYy=—-A dh. AeW.
UNW ={0}, denn (,,D ist klar, zeige ,,C“):

(MY = (M')') = J(M* ~ M) = ~3(M ~

1
2

SASUOW.
OW _at= A=A

2:;0214'* =0

= At =0

WA= (=0 =o

Bestimme eine Basis fiir U:
Ansatz zum Finden einer Basis. (Muss nicht Bestandteil der Lisung sein.)
Sei A = (a;;) € U AsY a;; = aj; fir alle i,j € {1,...,n},i # j. An die Diago-
nalelemente a;;, i € {1,...,n} werden keine Bedingungen gestellt; diese sind daher
beliebig.
= Zur Beschreibung einer Matriz A € U reicht die Angabe von a;;, © < j, und es
muss stets aj; = a;; gelten.
Behauptung: ((E;; + Eji),1 <i <j <n) ist eine Basis von U.
— Erzeugendensystem: Sei A = (a;;) € U.
Ziel: Finde \jj € K, 1 <11 <j<n, sodass A = Zlgigg‘gn Nij(Eij + Eji).
Wiéhle

iy, 1 S [ <] S n,
)\ij = 1 .
27a;, 1 <1< n.
Dann ist fiir k,0 € {1,....,n}, k <
D (B + Eﬁ))u = > Ny ( (Eij) ki + (Ejz‘)kl)
1<i<j<n 1<i<j<n — —
)L, i=kund j =1 B
0, sonst
= g = ap,

(analog k > 1), und
> A(Ey+ Eji)>kk = Y N ( (Eij)i + (Eji)ka
1<i<j<n 1<i<j<n — —
1, i=k=j (1, i=k=}
- 0, sonst - 0, sonst
= )\kk . (1 + 1) = Qkf,

d.h. wir haben gesehen: » 7, ;. \ij(Eyy + Eji) = A.
— Lineare Unabhéngigkeit: Seien \;; € K, 1 <1 < j < n. Es gelte

0= Z Nij(Eij + Eji).

1<i<j<n
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Sei 1 < k <1 < n beliebig. Es folgt

0= Z Aij( (Eij )k + (Eji)ki ) = A\l
1<i<j<n — —
J1, i=kundj=10 |1, j=kundi=I
0, sonst 0, sonst

dh Ay=0firallel <k<[<n.

e Bestimme Dimension von U: Anzahl der Elemente von Basis (E;; + Ej;)1<i<j<n ist

> 1—221—23—

1<i<ji<n 7j=1 =1

=Jj

= dimg(U) = 22t

(d) In Teilaufgabe (b) haben wir die Voraussetzungen von P23(c) tiberpriift. Daher kann die
Aussage verwendet werden. Dann gilt

1 1
dimg (W) = dim(V) — dimg (U) = n* — n(n 2+ ) _ n(n2 )
Aufgabe 26 (Basisbestimmung mittels Zeilenstufenform, 4 = 2 + 2 Punkte).

Sei K ein Korper. Wie in Aufgabe 21 wollen wir die folgenden Vektoren als Elemente des K°
auffassen, indem die ganzen Zahlen angeben, wie haufig 1 aufsummiert wird:
v1:(012345), 212:(210345),
v3=(0 12 35 4), w=345210)
Wir definieren U := Lin({v1, ..., v4}).
Bestimmen Sie jeweils eine Basis von U und die Dimension dimg (U) fiir
(a) K =Q,
(b) K — F5,

indem Sie die Vektoren in eine Matrix schreiben und mittels des Gauf3-Algorithmus bzw.
elementarer Zeilenumformungen in eine Zeilenstufenform bringen.

Losung:
Wir nutzen den Gauf3-Algorithmus: Schreibe Vektoren vy, vo, v3, v4 zeilenweise in eine Matrix
A

Y
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(a) Fall K = Q: Wir wenden elementare Zeilenumformungen wie folgt an:

012345
2103 45
4 - 012 35 4
345210
2103 45
ﬂ 01 2 3 4 5
01235 4
345210
210 3 4 5
(f%)-Z1+Z4ﬁZ4 01 2 3 4 5
— 012 3 5 4
025 -2 -5 L
210 3 4 5
(—1)-Z2+423—23,(—2) - Z2+Z4— 74 01 2 3 4 5
— 000 0 1 -1
000 —10 —15 —20
210 3 4 5 by
73074 01 2 3 4 5 _. B ba
000 —10 =15 =20 7 | bs
000 0 1 -1 by

Matrix B ist in Zeilenstufenform (ZSF).
Offensichtlich sind alle 4 Zeilen by, by, b3, by nicht Null. Es folgt

U = Lin({vy, .., va}) = ZR(A) ™ Z ZR(B) 2 Lin({by, by, bs, ba}).
und (by, ..., by) ist Basis von U = dimg(U) = 4.

(b) Fall K = F5: Wir wenden elementare Zeilenumformungen wie folgt an:

012 3 40
A _ 210 3 40
012 30 4
340210
21 0 3 40
1_92> 012 3 40
01 2 3 0 4
340210
210 3 40
Zl+ﬁ?z4 01 2 3 40
012 3 0 4
000 O0O0O
21 0 3 40 b
(-1)-Z2+23—2Z3 012340 5 [0b
— 00001 4] 87,
0 00O0O0OO 0 by

Matrix B ist in Zeilenstufenform (ZSF).
Offensichtlich sind nur die ersten drei Zeilen by, by, b3 nicht Null. Es folgt

Def.

U = Lin({vy, ..., va}) =2 ZR(A) “™ 22 7R(B) " Lin({b1, b, b3}),
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und (by, by, b3) ist Basis von U = dimp, (U) = 3.

Aufgabe 27 (Zeilenrang und inverse Matrizen, 4 = 2 + 2 Punkte).

(a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von o € Q den Zeilenrang der Matrix

5 -4 a—1 1
1 0 2 —1
a —3 3« 2
2 =2 -1 1

€ M(4x4,Q)

(b) Sein € N,n > 2und x € R\{1,1—n}. Seien Matrizen A = (a;;), B = (b;j) € M(nxn,R)
definiert durch

- ] 9y i
G — {x, Jj =1, by = {x—i—(n ), J =1,

1, j#i, YU -1 (r+n-1) | -1, j i

(i) Geben Sie die Matrizen A, B fiir n = 4 an (d.h. schreiben Sie diese als 4 x 4-Schema).
(ii) Zeigen Sie, dass B = A™L.
Hinweis: Rechnen Sie nur eine Multiplikation nach, zum Beispiel A- B = E,,.

Losung: (a) Wir bestimmen den Zeilenrang durch der gegeben Matrix (nenne Sie A) durch
Uberfithrung in Zeilenstufenform mittels elementarer Zeilenumformungen:

5 -4 a—1 1
1 0 2 —1
A - a —3 3« 2
2 -2 -1 1
1 0 2 —1
Z1<—>22,22i§3,z3<—>24 2 =2 -1 1
5 -4 a—-1 1
a —3 3« 2
1 0 2 -1
(72)Zl+Z2a22,(75)Zﬂ3ﬁZ{3,(7a)Zl+Z4HZ4 0 -2 ) 3
0 4 a—11 6
0 -3 o 2+«
1 0 2 -1
(—2)Z2+Z3—>Z?£>3/2)Z2+Z4—>Z4 0 -2 -5 3
0 0 -1 0
15 5
0 D) +« —5 + «
1 2 -1
2.74 0 —2 -5 3
0 O a—1 0
0 0 15420 —5+2a
e Fall a = 1: Dann ist
1 0 2 -1
73024 [0 =2 =5 3 | .,
B™="1o o 17 —3| 7P
0 O 0 O



d.h. B’ besitzt eine Nullzeile bzw. drei Nicht-Nullzeilen.
= Zeilenrang(A4) = dimg(ZR(A)) ™ 2™ dimg (ZR(B')) = 3

o [all a = g: Dann ist

1 0 2 -1 1 0 2 -1
|0 =2 =5 3 | -Pzrzanza (0 -2 -5 3 |
P=1o 0 2 o _> 00 & o 7%
0 0 20 O 0O 0 0 O

d.h. B’ besitzt eine Nullzeile bzw. drei Nicht-Nullzeilen.
= Zeilenrang(A) = dimg(ZR(A)) ™ 2" Qimgy(ZR(B')) = 3
o Falls o ¢ {1,2

0 2 —1
-2 =5 3
0 a-1 0
0 0 -5+ 2«

B (—13t2e) 744+ 7373
—

o O O+

d.h. B’ ist in ZSF und besitzt keine Nullzeile bzw. vier Nicht-Nullzeilen.
= Zeilenrang(A) = dimg(ZR(A)) ™ 2" qimg(ZR(B')) = 4

(b) (i) Fiir n =4 gilt:

z 111 z+2 -1 -1 -1
1 — — —

PR BRI N 1 z+2 -1 1
11 2 1 @—1)-(x+3) | -1 -1 z+2 -1
111 2 -1 1 -1 z+2

(ii) Zu zeigen ist A- B=FE, und B- A= E,,.
Wir zeigen nur A - B = E,,, die andere Multiplikation geht analog.
Seien i, k € {1,...,n}.
e Diagonalelemente: Erster Schritt jeweils: Teile die Summe in der Definition
der Matrizenmultiplikation gemdfs der Fallunterscheidung in der Definition von

A, B so auf, dass die FElemente von A, B explizit hingeschrieben werden konnen.
Es gilt

(A . B)“ = Z aijbji = a“b“ + Z @ijbji
j=1

FE{L I\ {1}

z+ (n—2) (—1)
= z- + ) 1
(x—=1)-(z+n—-1) sl (x—1)-(x+n—-1)

_ L AERCE ED SR )]

—1). -1
(—1)-(x+n—1) Je{Lm (i}
—_

n—1 Summanden

- (x—1)-(ic+n—1)'[x'($+”_2)_(”_1)]

B m2+(n—2)x—(n—1)_ B )
B x2+(n—2)x—(n—1)_1—<En)”‘
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e Nicht-Diagonalelemente: Seien ¢ # k. Dann gilt

(A-B)iy = Z @ijbjk = aibip + airbi; + Z @ijbji

Jj=1 Je{l,..,n\{i,k}
-1 —2
N B CE
(r—1)(x4+n-1) (x—1)(x+n—-1)

(=1)
+ 1.
j€{1,-§\{i,k} (z—=1(z+n-1)
—————
(n—2) Summanden

= ($_1)($1+n_1)[m-(_l)-l—l-($+n—2)+(n—2).1.(_1)]
1
T @-DEtn-1) 10=0=(En)

Damit ist gezeigt: (A - B)ix = (Ep)q fir alle i,k € {1,...,n},dh. A- B=E,.

Aufgabe 28 (Zeilenrang und Invertierbarkeit, 4 = 1.5 + 2.5 Punkte).
Seien A, B € M(n x n, K) Matrizen iiber einem Korper K. Zeigen Sie:
(a) Zeilenrang(AB) < Zeilenrang(A).
(b) (i) Es gilt
Zeilenrang(A) <n <= Jve K"\{0} mit v- A=0.
Anmerkung: v € K™\{0} soll hier als Zeilenvektor aufgefasst werden.
(ii) Falls A invertierbar ist, so gilt Zeilenrang(A) = n.

Losung:

(a) Sei r = Zeilenrang(A).
Umformen auf Zeilenstufenform mittels Elementarmatrizen = Es gibt S € M(n x n, K)
(Produkt von Elementarmatrizen) und r € {0, ...,n} mit

1

Cr

0

0
ist in Zeilenstufenform (d.h. Zeilen ¢, ..., ¢, sind keine Nullzeilen).
= Zeilenrang(A) = Zeilenrang(S - A) = r.

Es gilt
C1 *
Cr Def. Matrixmult. *
S AB= [T ] (b b N ‘.
0 0

wobei die rechte Seite weiterhin n — r Nullzeilen besitzt.
= Zeilenrang(A - B) elom. Zgllenumf Zeilenrang(S - A - B) < r = Zeilenrang(A).
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(b)

ai
(i) Sei A=|...]| € M(n xn,K).

Qn

o .= Es gelte dimgZR(A) = Zeilenrang(A) < n

ai, ..., a,) ist Erzeugendensystem von ZR(A), aber keine Basis
(sonst hétte es Liange < n).
= (ay, ..., a,) ist linear abhéngig
= Es gibt A\, ..., A\, € K, (A, ..., An) # (0,...,0) mit A\yay + ... + A\pa, =0
Wiéhle v := (A, ..., \,) # 0.
=v-A=Ma+ ...+ \a,) =0.

o <= Esgebev=(\,...\,) € K"\{0} mit v- A= 0.
= Ma;+ ...+ a, =0
= (ay, ..., a,) linear abhéngig
= Zeilenrang(A) = dimgZR(A) = dimgLin({ay,...,a,}) < n (wire es = n,
wére (aq, ..., a,) Basis und damit linear unabhéngig).

Alternative Lisungsmdglichkeit (Unter Nutzung von Zeilenstufenform, Elementar-

matrizen und deren Invertierbarkeit): Durch elementare Zeilenumformungen gibt es

eine Matrix S € M(n x n, K) (Produkt von Elementarmatrizen), so dass S - A =
b

%T Zeilenstufenform besitzt.

0
Elementarmatrizen sind invertierbar = S ist invertierbar (als Produkt von inver-
tierbaren Matrizen).

e = Wihle 0 := (0,...,0,1) € K"\{0} und v:=0- 5
(es gilt v # 0, sonst wire 0 =v-S'=0-5-5' =0-E, =0, Widerspruch).
by

0 A=5-S-A=0- %7‘ Zeilenrang(él)<n:>7“<n 0

0
e < (per indircktem Beweis): Sei r = Zeilenrang(A) = n.

Sei v € K™ mit v - A = 0. Wir zeigen: v = 0.
Zeilenrang(A) = n = Fiir die Zeilenstufenform gilt



Schreibe © = (74, ..., ). Dann ist

‘ Uy - by
0= 5:(S4) = (5| O P2 T = Byt b
0 0 by, Uy %+ oo+ Opoy %+ Op - b

Aus obiger Gleichheit folgt:
1. Zeile = 0 = 74
2. Zeile = 0 = vy

n. Zeile = 0 = v,
dh.o=0
=0v=5-0v=0.

(ii) Sei A invertierbar.
Wir zeigen die Negation der rechten Seite von (i). Dann folgt mit (i): Zeilenrang(A) =
n.
Sei v € K™\{0} beliebig mit v - A = 0.
A invertierbar = Es gibt B € M(n x n, K) mit A- B = E,.
=sv=v-F,=v-A-B=0-B =0, Widerspruch!
Also gibt es kein v € K™\{0} mit v- A = 0.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spétestens Donnerstag, den 06. Dezember 2018, 09:15 Uhr.
(Die Zettelkasten fiir das Abgabeblatt sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)

Homepage der Vorlesung:
https://ssp.math.uni-heidelberg.de/lal-ws2018/index.html
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